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Qué vas a aprender.

Qué es un limite y como se calcula: por sustitucion directa y resolviendo las indeterminaciones mas
frecuentes (0/0, co/o0, 0o — ooy 1°). Y, sobre todo, a estudiar el limite de una funcion de dos variables
conlos limites reiterados, los limites radiales y el teorema cero por acotada.

I Lee esto antes de empezar.

Este tema entra en el examen: junto con el Tema 5 forma el bloque «Limites y continuidad en varias
variables», al que el plandocente dedica 3delas10 preguntas. Las preguntas son de varias variables:
los limites de una variable (apartados 1a 8) son laintroduccidny la herramienta para resolverlas.

@ Mapadel tema

A

&} Para qué sirve cada apartado |

J
Una variable (introduccion) Varias variables (examen - T5)
1. Definicién formal de limite 9. Definicion formal de limite en varias variables
2. Limites laterales 10. Generalizacion del concepto de limite: limites infinitos y
3. Limites que no existen en elinfinito
4. Limitesinfinitos (z — a) 11. Limites sucesivos o reiterados
5. Limite en el infinito o limite finito paraz — oo 12. Dependencia del camino - limites radiales
6. Infinitésimos e infinitos 13. Técnicas algebraicas - cero poracotada

7. Técnicas basicas de célculo
8. Estudio de resoluciéon de formas indeterminadas
especificas

_ Idea clave. El limite no mira el valor de la funcion en el punto, sino hacia dénde tiende cuando nos
acercamos a él. Enuna variable solo hay dos formas de acercarse (porlaizquierda y por la derecha). En
dos variables hay infinitos caminos, y el limite solo existe si portodos ellos se obtiene el mismo valor.
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° Definicion formal de limite
,—[  Definicion - } .

Definicion. Sea f una funcion definida en todos los puntos delintervalo (a, b), salvo tal vezen zy € (a,b).
En x¢, f(x) puede no tener valor ninguno, o tener valor cualquiera. Por esa razéon z tiende x — zoy no
T = Tg-

ILm fl@)=L <= Ve>0:36>00=0() /0<|z—x0|<d = |f(x)—L|<e
e |z — zg| mide ladistanciaentre z y x.
e |f(x) — L| mideladistanciaentre f(z)y L.

. J/

,-[ . Qué significa ] N

Sea cual sea el nUmero positivo ¢, por pequeiio que sea, se puede encontrar otro nimero positivo ¢ tal
que, siladistancia entre zy 2o es menor que §, la distancia entre f(z) y L es menor que ¢. La cercania en
la variable implica cercania en la funcion.

|f(z)— Ll <e < f(x)e(L—¢, L+¢) O0<|z—x0|<d <= z€(xg—0, x0+9), T#xg

Elvalor f(x¢) nointerviene: la existencia del limite no depende de lo que valga la funcion en el punto.

/—[ ~ Como se ve } -

Yy

L+ebt------------ .
Fijadalabanda (L — ¢, L +¢),
L hay unintervalo alrededor de z¢
L—efp------------ ..
cuyasimagenes caendentro de ella.
xT
. J
,-[ & Coémo se trabaja - demostrar un limite con la definicion } N

Darvalores concretos ae no demuestra nada: hay que encontrarun é paracadac > 0.
1. Escribe|f(x) — L|y transférmalo hastarelacionarlocon |z — zo|:  |f(z) — L| < K - |z — x0].

2. Eligesenfuncidndes: § = %

3. Comprueba: 0< |z —29| <0 = |f(:v)—L|§K-|x—m0|<K~%:E.

Enlapracticaloslimites no se calculan asi:ladefinicion es el fundamento que garantiza que los métodos
de calculo son correctos.
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,—[ </ Ejemplo resuelto } <

Usa la definicion para demostrar que Iim2 (x +2) = 4.
r—

,_[ +/ Ejemplo resuelto } N

El coste total de unaempresa, enmilesde euros, es C(xz) = z? ,donde z eselnivelde produccion
enmiles de unidades. Justifica con la definiciéon que Iim2 C(xz) = 4.
z—

lim f(x) = L significa que f(z) estad tan cerca de L como se quiera (¢) con tal de tomar =

T—>T0
suficientemente cerca de zq (6), sinimportarlo que valga f en zy. Parademostrarlo serelaciona | f(z) —
L|con|z — zo| y se elige d enfuncidndeze.
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a Limites laterales

,—[ # Definiciones y teorema } N
Definicidn 1. Sea f unafuncion definida en todos los puntos de unintervalo abierto (xg, a). Decimos que
f tiene limite L+ cuando x se acerca a x, por la derecha (notandolo Iim+ flx)=L"):

T—T

Iim+f(;z:)=LJr & Ve>0:35>0(0=6(e) /0<x—20<0 = |f(x)—LT|<e¢

T—T

Obsérvesequel < z — zg = = > .

Definicidn 2. Sea f una funcién definida entodoslos puntos de unintervalo abierto (a, zo). Decimos que
f tiene limite L~ cuando z se acerca a z, por laizquierda (notandolo lim f(z) = L7):

$4)£E0

lim f(z)=L" ©Ve>0:360>0(0=6(¢)) /J0<zp—2<0 = |f(x)—L7|<e

E*}ZD

Obsérveseque0 < 29 — x = z < 0.

Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) lim f(z)=1L

T—To
b) Iim f(z)= lim f(z)=1L

T3y Ty

Observacion. Laimportancia del teorema anteriorradica en que, silos limites |laterales son distintos, no
existe un limite de la funcion.
. J/

/-[ ~ Como se ve - tres casos } N

Lt D

|
|
|
|
|
|
|
L~ | —— !
|
|
Il
|
|
|
|

\ o

L~ = LT = L-existe L~ # LT -NO existe L~ = —o00, LT = +00-NO existe

® Coémo se trabaja ]

1. Sila funcion cambia de expresion en z, (funcidn a trozos, valor absoluto), calcula los dos limites
laterales por separado.

2. Compara: sicoinciden, el limite existe y vale ese valor comun; sino coinciden, el limite no existe.
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,—[ </ Ejemplo resuelto } <

. . |lz—3
Calcula el limite lim g
z—3 1 — 3

7 NOTAS

Los limites laterales se calculan cuando la funcién cambia de expresién en el punto. El limite existe si
y solo silos dos existen y coinciden.
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e Limites que no existen

/—[ # Qué son - tres causas ] N

Unlimite puede no existir por tres motivos:

1. Salto: f(z)tiende anumerosdiferentes segunz tiendaazyporladerechaoporlaizquierda.Eselcaso
del ejemplo del apartado 2.

2. Divergencia: f(z) crece o decrece sin cota cuando z tiende a ;. Se estudia en el apartado 4.
3. Oscilacion: f(x) oscila entre dos valores fijos cuando z tiende a .

El ejemplo tipico de oscilacion es Imz) sen —: cuanto mas se acerca z a 0, mas deprisa oscila la funcion
r—r X
entre —1y 1, sin aproximarse a ningun nimero. El limite no existe.

,,,,,,,,,,,,,,,, /\ ]
\f

Por el mismo motivo no existen lim senzni lim cosz.
xr—r0o0 Tr—r0o0

=/ NOTAS

Un limite no existe por salto (laterales distintos), por divergencia (la funcién crece o decrece sin cota)
o poroscilacién (no se aproxima a ningdn nimero).
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° Limites infinitos (z — «)
,—[ A Limite infinito para z finito

—

Definicion. Sea f definidaen (a,b), salvo tal vezen z € (a,b). Decimos que:

lim f(z) =c0 & VM >0:36>0/0<|z—20| <6 = |f(zx)]>M

T—To

Se dice que la funcion f(z) tiende a un limite oo para z — ¢ cuando f(z) llega a ser mayor que
cualquier numero M por grande que sea, con tal de tomar z lo suficientemente proxima a . La funcion
se aproxima alarectax = zo hastala distancia tan pequefia como se quiera, y esarecta es asintota de
la curva (Tema 5).

Unlimite infinito no existe en el sentido en que se definid el limite en el apartado 1, pero proporcionamas
informacion que decir simplemente que no existe. La division por cero no esta definida, pero sien un
cociente el denominador tiende a ceroy el numerador a un nimero distinto de cero, el cociente tiende
ainfinito.

e Silafuncidnse conserva positiva: Ii_>m flx)=400 © VM >0:36>0/0<|z—20| < = f(x)>M
T—XTQ

e Silafunciénse conservanegativa: lim f(z)= -0 & VM >0: 3§>0/0< |z — 29| <3 = f(z) <

T—xTo
-M
e Enlanotacidonempleada, co comprende los infinitos masy menos, +-coy —oco.
|\ J
/-[ < Ejemplo resuelto } -
.o o x+1
Calcula lim .
z—3 o — 3

. J

Si el denominador tiende a 0y el numerador a un nimero distinto de 0, el cociente tiende a infinito. El
signo se decide conlos limites laterales. Larecta 2 = x¢ es una asintota vertical.
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e Limite en el infinito o limite finito paraz — ~

,—[  Limite finito paraz — o ] N

Definicion. Sea f(z) definida entodo unintervalo (a, c0). Se dice que:

lim f(z)=L & Ve>0:3K>0/|z|>K = |f(z) - L| <e

T—r 00

Se dice que la funcion f(z) tiende hacia el limite finito L paraz — oo cuando el valor absoluto de la
diferenciaentre f(x)y ellimite L llegaasermenorque unnimero ¢, tan pequefio como se quiera, contal
de tomar a z suficientemente grande, es decir, mayor que un ciertonimero K. Larectay = Lalaquese
aproxima f(x) se llama asintota (Tema 5).

lim f(z)=L & Ve>0:3K>0/2>K = |f(zr)-L|<e

T—r+00

lim fz)=L & Ve>0:3K<0/z<K = |f(z)-L|<e

r——00

Limite en el infinito o limite infinito para x — oc. Definicion:

lim f(z)=c0o VM >0:3K>0/|z|>K = |f(z)| > M

T—00

Eneste caso, los valores de la funcion crecen sin cota cuando z crece de manera no acotada.

\ J
,-[ < Ejemplo resuelto } .
Calculalos limites:
a) lim_ f;—: b) lim_ (2 + 4).

En elinfinito la funcién puede acercarse aunnimero L (asintota horizontal y = L) o crecersin cota. En
un cociente de polinomios se divide todo entre la mayor potencia.
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° Infinitésimos e infinitos

,—[ # Infinitésimos } N

Llamaremos infinitésimo a toda funcidén f(z) que tiende a cero cuando xz — (. Es decir, una funcion
esuninfinitésimoenxgsi lim f(z) = 0. Uninfinitésimo no esigual a cero, sino que es una funcién que
Tr—xo

tiende acero.

Propiedades de los infinitésimos

1. Siunafuncion g(z) puede escribirse como suma de una constante by uninfinitésimo f(z) cuandox —
xo, entonces g(z) = b+ f(x) = lim g(z) = b.Yreciprocamente.
rT—rTo

2. Lasuma algebraica de un nimero finito de infinitésimos es otro infinitésimo.

3. Elproducto deunafuncidénacotadaporuninfinitésimo es otroinfinitésimo. En particular, el producto
de dos infinitésimos es uninfinitésimo.

4. El cociente de un infinitésimo por una funcién que no se anula en el entorno considerado es otro
infinitésimo.

Orden de un infinitésimo. Sean f(z) y g(z) dos infinitésimos cuando = — z,. Diremos que f(z) es un

infinitésimo de orden nrespecto de g(z) si: lim [f((qﬁ =L, con0 < |L| < co. Sin = 1tiendenacero al
z—zo |g(x n

mismo ritmo; sin > 1, f tiende a cero mas rapido; si0 < n < 1, maslentamente.

Teoremal. Cuando dos infinitésimos son equivalentes, el limite no se altera al reemplazarun factor f(z)
porotro equivalente a él g(z). Cuando z — 0:

2
senx ~x tgx ~x arctgx ~ x 1—COS$~% e’ —1~ux IN(1+z)~x

! Elteorema habla de factores: se sustituye en productosy cocientes, no en sumas nienrestas.

. J

,—| # Infinitos N

Definicion. f esuninfinitoenz = 2y & |lim f(z) = co. Todas las propiedadesy teoremas vistos para
T—rT0

los infinitésimos son validos cuando z tiende ainfinito.

Teorema 2 (relacién entre infinitésimos e infinitos). Si f(x) es uninfinitésimo cuandoz — ayno se anula
1 , , 1
enunentorno del punto, entonces —— — oo. Reciprocamente, si f(z) — oo, entonces —— — 0.

f(x) f(x)
Comparacion de crecimiento. Diremos que una funcién crece mucho mas lentamente que otra, y
escribiremos f(z) < g(z), sise cumple que lim fE)) = 0. En este caso, f(z) es despreciable frente
T—00 g T
ag(x)cuandolavariable crece. Cuando z — oo se verifica:
. Inz N
Inz < 2% < e (a>0) lim — =0 (o> 0) lim — =0
z—o0 LY z—o0 T
. J
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° Tecnicas basicas de calculo

,—[ # Limites por sustitucion directa } N
Cuando el limite de una funcién cuando z tiende a x, coincide con el valor de la funcidn en zg, se puede
calcular el limite por sustitucion directa. En general, siz, € Df yla funcidn esta definida poruna Unica
expresionalgebraica, lim f(z) = f(xo).

T—xTQ

o Teoremal. Limites basicos. lim k=% lim 2" = xf

T—T T—To
« Teorema2. Limite deunafuncidnradical. Seanentero positivo. El siguiente limite esvalido paratodo
xo Sinesimpar,yparatodoz, > 0sinespar: lim {/f(z) = / f(xo)
Tr—rxo
« Teorema 3. Propiedades de los limites. Sean f y g dos funciones definidas en (a, b) salvo tal vez en
zo € (a,b)ytalesque lim f(z) =L,y lim g(z) = Ly. Entonces:
T—To T—To

a) Mdltiplo o escalar: lim (b f(z)) =bLs

T—xQ

b)Sumaodiferencia:  lim (f(z)+g(z)) = L1+ L

T—T(Q
c¢)Producto: lim (f(z)-g(z)) = L1 - La
T—TQ
d) Cociente: Ly #0 = lim @ = Ly
z—zo g(x) Lo
e) Logaritmo: L >0 = lim Inf(z) = In( lim f(as)) =InL,
x—xQ T—rxTQ
f) Potencia: Li>0 = lim [f(a:)]m) =L
T—xT(
g) Regla del encaje: si enciertointervalode centrozp es g(z) < f(z) < h(z)y lim g(z) = lim h(z) = L,

=T T—xTQ

entonces lim f(z) =1L
T—TQ

« Teorema 4. Limite de funciones polinémicas. Se calcula sustituyendo: lim p(z) = p(xo).

r—>rxo
e Teorema5. Limite de funcionesracionales. Sear(z) = pEx; unafunciénracional,y zq unnimeroreal
q(x
tal que g(x) # 0. Entonces lim r(z) = r(z) = p(z0)
230 q(zo)
o Teorema 6. Limite de una funcion compuesta. Si f y g son funciones tales que lim g(z) = Ly
Tr—rxo
lim f(z) = f(L),entonces lim f(g(x)) = f(L)
r— L T—x
o Teorema 7. Limites de funciones trigonométricas. lim senz = senz, lim cosz = cosu,
T—To T—To
lim tgx = tgzo, ylo mismo con cotangente, secante y cosecante.
Tr—To
\ J
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,—[ A Limites que no se resuelven por sustitucion directa } <

Teorema 8. Sean fy g dos funciones definidas en (a, b) salvo talvezen g € (a,b) y tales que:
) Jcll_mog(x) =1L
) 36>0/ flx)=g(z) Vz:0<|z—z0| <

Entonces lim f(z)=1L

T—rT0o

Es decir: se busca una funcidn g(z) que coincida con f(z) paratodo x # =z, cerca de zg; si existe el
limite de g, existe el de f y son iguales. Es la manipulacién algebraica: factorizacién, simplificacion,
racionalizacién o divisidon porla mayor potencia de la variable.

,—[ = Ejemplo resuelto } -

Calcula el limite utilizando algebra de limites: lim [z® + 2In(z? — 3)].
T—>

- J
,—[ = Ejemplo resuelto } -
Calculalos limites:
zt—1 x— 2
a) lim b) lim ve-2
z—1 ¢ —1 z—4 p —4
\\§ J/

Primero se intenta la sustitucion directa. Sino funciona, se transformala funcion en otra que coincide
con ella salvo en el punto (Teorema 8): factorizary simplificar, o racionalizar.
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° Estudio de resolucion de formas indeterminadas especificas

,—[ # Concepto de indeterminacion ] N
Al operar algebraicamente con funciones que tienen limite para un cierto zy puede ocurrir que la
expresion gue obtengamos no nos permita discernir a priori si el limite existe o no. En este caso, se dice
que hay una indeterminacion. Existen siete tipos de indeterminacion segun z tienda a un cierto zp o a
infinito:

0 00
—. =: 0-00; oo—o00; 1®; o; 0°

Si se nos presenta una indeterminacion, esto no quiere decir que el limite no exista, sino que esta
debe «salvarse». Salvar una indeterminacion significa buscar una expresion equivalente a la dada en
un entorno reducido alrededor del punto que permita obtener el limite. Para resolverlas se utilizan las
propiedadesy reglas del limite, asicomo el Teorema 8.

\_ J

. .. 0
/_‘ @Indetermmacwn6

) )
El numerador y el denominador se anulan a la vez: hay un factor comun oculto que debe hacerse
explicito.

e Cociente de polinomios. Factorizamos ambos polinomios y simplificamos (cancelaciéon o
simplificacion):

Jim ()= lim Q) =0 = lim 58 ~ lim % =.m, Azé((j))

o Cociente con expresiones irracionales. Se multiplica y divide por el conjugado de las expresiones
irracionales (racionalizacion).

« Limites trigonométricos especiales:

\ senx . 1—coszx
lim =1l im ——— =0
z—0 X z—0 x

/_[ ® Indeterminacién > ]
00 ] N

o Cocientedepolinomios. Sedivide elnumeradoryeldenominadorporzelevado almayorexponente
de la expresion dada. Regla practica: sean P(z) = a,z2" + an_12" 1 + - +agy Q(z) = bpz™ +
bp_12™ 1 + ... + by dos polinomios de grado ny m, respectivamente. Entonces:

L=o0co sin>m

. P .
lim (2) =L donde L=0 sin<m
a—+o0 Q(x) an )
L=— sin=m
m

« Cociente con expresionesirracionales. También se divide numeradory denominador por z elevado

Ya [ a

al mayor exponente, recordando que

n
rm rmn '
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,—[ </ Ejemplo resuelto } <

. 3 4+ 422+ 5+ 2
Calcula lim .
z——1 23 — 222 — 10z — 6

7 NOTAS
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® Suma de infinitos de distinto signo (co — ) }

Para solucionarla, se recomienda simplificar la diferencia multiplicando y dividiendo la expresidn por su
conjugada.

/—[ ® Indeterminacion 1> } N

Sepresentaalcalcular lim f(z)9®) (eventualmente z, puede serinfinito)con lim f(z) =1y lim g(z) =
T—T0 T—To

Tr—x0

oo:labase tiende aly el exponente ainfinito. Dos resultados de sumaimportancia:

, 1\* : 1
Im (1+—-) =e A im(1+2)~ =e
€T x—0

Tr—r 00

f@)
Si lim f(z) = oo, entonces lim (1 + —) = e. Andlogamente, si lim f(xz) = 0,entonces lim (1 +
T—To T—T0 f(x) T—T0 T—T0
1

f@) 7 =e.

. Enlapractica, si f(z) — 1y g(z) — oo, todo lo anterior se resume en: lim f(z)9(®) = M 9(@)-(f(2)=1),
. J/
,—[  Teorema cero por acotada ] N

Teorema. Sean fy g dos funciones tales que lim f(z) = 0(es decir, f esuninfinitésimo paraz = zq)y
Tr—T0o
lg(z)| < kconk € R(gesunafuncionacotada). Entonces:

lim f(z)g(z) =0

Tr—xQ
Sirve cuando unfactor no tiene limite, comoen 3 lim senz y # lim cosz. Porejemplo:
T—>00 r—oo

. senx - Tl , . 1
lim = |lim = senz =0 limaz“cos|—-) =0
T—00 a8 T—00 I z—0 g

,—[ = Ejemplo resuelto }

3x—1
Calcula Ilim (3m+1> .

2o \ 3z — 6
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,-[ </ Ejemplo resuelto } <

Calcula lim (\/a:z + 5 — a:) .
r— oo

=/ NOTAS
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,—[ </ Ejemplo resuelto }

Calcula los limites:

. 3zt . x+ 3 . 93 —x + 2
a) lim b) Im ——MmM c) lim .
z—+oo 2 4+ 1 z—+oo g4 4 222 — 5 z—+oo 33 + 22 4 2 — 5
.
& NOTAS

6: factorizar, racionalizar o limites trigonomeétricos. 2. dividir por la mayor potencia (mandan los
[0.9)
grados). co —oo: conjugada. 1°°: elnimeroe. Y siunfactortiende a0y el otro estd acotado, el producto

tiende a 0.
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° Definicion formal de limite en varias variables

|

,—[ #® Nociones previas |

J

En una variable solo hay dos sentidos para acercarse a un punto; en el plano existen infinitos caminos,
y para que el limite exista el valor de la funcidn debe ser el mismo independientemente de la trayectoria
seguida.

Distancia entre dos puntos del plano. Sean (z1,y1) y (w2, y2) dos puntos del plano. Se define la distancia
entre ellos como elndmero realno negativo d((z1,y1), (z2,y2)) = /(z1 — 22)% + (y1 — ¥2)2.

Entorno de un punto. Dado un punto (zg,0) Y un nimero positivo r > 0, se llama entorno de centro
(z0,y0) y radio r, que se denota por E,.(zg, yo), al conjunto de todos los puntos del plano cuya distancia
al punto (zg, yo) €S menor que r:

Ey(zo,y0) = {(@,9) € B*: Vg —20)’ + (y—w)” <7}

Es elinterior de un circulo de radio r centrado en (zq, 4o), sinincluir su frontera.

Entorno reducido de un punto. Se denomina entorno reducido de centro (z, yo) y radior > 0, que se
denota por E*(zg, yo), al conjunto formado por todos los puntos del entorno E,.(zq, o), €xcluyendo el
propio punto: E;(zo,y0) = Er(70,Y0) \ {(z0,%0)}-

Puntode acumulacidn. Se dice que el punto (z, yo) €s punto de acumulaciéndel dominiodelafuncion f
sientodo entorno reducido suyo existe almenos un punto deldominio de lafuncion: Vr > 0, EX(xq, yo)N
Dom(f) # @.

,—[ ® Definicion formal del limite doble )

J

El nimero L € R es el limite de la funcion f(z,y) cuando (z,y) — (2o,y0) Si, dado cualquier
ndmero positivo e, existe un numero positivo § tal que, para todo punto (z,y) del dominio de la funcion
perteneciente alentornoreducido E* (P, d),laimagen f(z, y) pertenece alentorno E(L, €). Ensimbolos:

( )Iir(n )f(x,y) =L & Ve>034>0talque (z,y) € E*(Py,0) = f(z,y) € E(L,¢)
z,y)—(Zo,Y0

Observaciones: el punto P, debe ser de acumulaciéon del dominio para poder calcularlos valores de la
funcion en puntos tan proximos a (g, yo) como se quiera. La expresion f(z,y) € E(L,e) es equivalente a
escribir|f(z,y) — L| < e.

Formulacién equivalente (¢-6). Sea f(x,y) unafuncién definidaenunentorno de unpunto (zg, 30), salvo,
quiza, en el propio punto. Diremos que el nimero real L es el limite de f cuando (z,y) — (%o, o) Si se
cumple que: paratodoe > 0, existeun d > 0tal que, paratodo (z,y) del dominio de f,

si0<+/(z—0)2+ (y—yo)?2 <4, entonces |f(z,y) — L| <¢
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A

= Ejemplo resuelto }

! Ejercicio de examen - Febrero 2023, 1.2 semana (plan 2010)

lim (22 +y?) =0.

Comprueba, conla definiciéon de limite, que
(z,y)—(0,0)

|\

,—[ ] Propiedades ]

Valen las mismas propiedades que para funciones de una variable.

funcién conserva el mismo signo que L.

lim
(z,y)—(0,Y0)

infinitésimo en el punto, o sea f(z,y) = L + r(z,y) con r(z,y) = 0.

1) Siexiste el( )Iirp )f(x,y) = L, este debe ser unico (unicidad del limite).
z,y)—(Zo,Yo
2) Siel ( )Iirp )f(x,y) = Lcon L # 0, entonces en algun entorno reducido del punto Py(xg, o) la
z,y)—(Zo0,Yo

3) Si lim flz,y) =Ly lim g(x,y) = La,entonces: a)lim(f+tg)=Li+Ls b)lim(f-g) =
(z,9)—(z0,Y0) ; (z,y)—(z0,y0)
. L
Li-L lim< ==tsiL
1-Lo c)|mg L25|27é0
4 ||m Z, = ||m z,
) (z,y)—>(xo7yo)|f( v (m7y)—>(woyyo)f( 2
5) Siel ( )Iirp : f(xz,y) = L, entonces la funcion puede expresarse como suma de su limite mas un
z,y)—>(Zo0,Yo

Ellimite doble se define como en una variable, conla distancia en el plano. Si existe, es Gnico.
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@ Generalizacion o extension del concepto de limite a varias variables

,-[ S Limites infinitos y en el infinito } <

Limite infinito para (z, y) — (%o, yo). Definicién (forma unificada):

( )Iirp )f(x,y)zoo & VM >0,35§>0talque 0 < (z—20)? +(y—v0)> <8 = |f(z,y)| > M
z,y)—>(Zo,Yo

La definicidn engloba dos comportamientos: limite +oo, con f(z,y) > M,y limite —oco, con f(z,y) <
—M. Lacondicién 0 < (z — z0)? + (y — yo)? < & describe un entorno perforado de (z¢,yo): puntos
arbitrariamente cercanos al punto, pero sinincluirlo.

Limite finito cuando (z,y) — oco. Definiciéon (general). Sea una funcién definida fuera de un conjunto
acotado delplano. Diremosque lim f(z,y) = Lsiparatodoe > 0existe unnimero K > 0tal que, si

(z,y)—o0

z? + 1% > K?, entonces |f(z,y) — L| <e.
Limite infinito cuando (z,y) — oo. Diremos que( Ii)m f(z,y) = +oc siparatodo nimero M > 0 existe
x,y)—>00

K > 0talque,siz? +y? > K2, entonces f(x,y) > M.Andlogamente para —oc, con f(z,y) < —M.

1 .
=0 lim (22 +y?) = +o0

Porejemplo: li — =
) P (z,y)—o0 2 + y2 (z,y)—oc0

lim —— =40
(2,9)—(0,0) 2 + 2

<7 NOTAS

En dos variables, «cerca del punto» y «lejos del origen» se miden conla distancia: (z — 2¢)? + (y — y0)?
pequefia, o z? + y? grande. Las definiciones son las de una variable con ese cambio.
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° Limites sucesivos o reiterados

,—[ # Definicion } N
Se denominan limites reiterados (también llamados limites iterados) a aquellos que se obtienen
calculando sucesivamente limites respecto de cada variable, fijando previamente las restantes.

Fijamos primeramente la variable y y hacemos tender z a x(. Si este limite existe, dependera del valor
que hayamos fijado de y: serd una funcion A(y). Ellimite de esa funcién para y tendiendo a yo es un limite
reiterado. Delamismaforma, fijando zy haciendo que y tienda a yy se define unafuncion pu(x), cuyolimite
para z tendiendo a z, es el otro limite reiterado:

fim [ fim f(e,y)] = lm Ay) = Ly Jim [ im f(e,y)] = fim (o) = Lo

Los limites reiterados estudian la funcién a lo largo de direcciones paralelas a los ejes coordenados:
solo consideran dos de los infinitos caminos posibles de aproximacion al punto.

e Siexiste el limite doble, entonces necesariamente los reiterados que existan coinciden con él.
« Silos limites reiterados son distintos, el limite doble no existe.

e Si son iguales, no podemos asegurar la existencia del limite doble. Se utilizan para probar la
inexistencia del limite o para obtenerunaidea de cual serd suvaloren caso de que exista.
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,—[ </ Ejemplo resuelto } N

Calcula los limites reiterados en el origen y di qué se puede concluir:

— 8
a) f(fl?ay)=;+—lfy

b) f(z,y) = (z +y) - sen (w

Ty) c) f(z,y) =x-sen (i) .

&/ NOTAS

Reiterados distintos: el limite doble no existe. Iguales: no se puede asegurar nada. Y el limite doble
puede existiraunque falte uno de los reiterados, o los dos.
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@ Dependencia del camino
,—[ # Limites radiales } N

Un limite radial es el valor al cual tiende una funcion f(z,y) cuando (z,y) tiende a (zo,yo) pero
acercandose por una recta que pase por este. Es decir, z € y no varian en forma independiente,
sino que estanrelacionadas porlaecuacién de larectaradial que pasa por (g, yo). Su célculo se reduce
alde unlimite simple, de una variable:

L, = lim z,y) = lim f(x, m(x —x9) +
i [z, y) x_mof( ( 0) + o)
y—yo=m(zr—0)

Relaciones entre los distintos limites
1) Siexistenellimite doble,loslimitesreiteradosylosradiales debenserigualesentresi: L = L1 = Ly =
L,.
2) Siexistenloslimitesreiteradosylosradiales, se puede dar tres tipos de casos:
a) loslimites reiterados sean distintos, en cuyo caso no existe el limite doble: L, # L, = AL
b) loslimitesreiterados soniguales, pero existen diferenteslimitesradiales; en este caso no existe el
limite doble: Ly = Ly # L, = 3L

c) sean iguales los limites reiterados y coincidan con los radiales; en este caso no se puede
concluir sobre la existencia o no del limite doble, habria que calcularlimites acercandose al punto
considerado por otras curvas.

3) Si existe el limite doble, L, puede ocurrir que no exista alguno de los limites reiterados L; 0 Lo, 0
ninguno de ellos (L1 y Ly).
. J

,—[ #® Dependencia del parametro - condicién de unicidad ] N

Conunatrayectoriageneralz = z(t),y = y(t),t — to, ellimite pasa a serde unavariable: tlintw f(z(t),y(t)).
—to

El valor obtenido puede depender del pardmetro que define la trayectoria: pendiente m (rectas),

exponente (pardbolas) u otras formas. Si depende de ese parametro, hay dependencia del camino.

Condicion de unicidad. El limite ( )Iirp )f(a;,y) existe si y solo si el valor limite es unico e
z,y)—(Zo,Yo

independiente de cualquier trayectoria. Basta encontrar dos caminos con distinto limite para concluir

que el limite no existe. Si todos los caminos estudiados coinciden, no es suficiente para afirmar

existencia.
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,—[ </ Ejemplo resuelto }

| Ejercicio de examen - Febrero 2025, 2.2 semana (plan 2010)

. . L 6x - .
Investiga si existe el limite doble en el origen de la funcion f(z,y) = 3 -I—lf,i 5 utilizando limites
T )
reiterados y radiales.
.
7 NOTAS
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,—[ </ Ejemplo resuelto } N

3x2y

Estudia si existe el limite doble en el origende la funcién f(z,y) = —————.
94 + y2

&/ NOTAS

Radiales: porlasrectas que pasan por el punto. Si dependen de m, el limite no existe. Que reiterados
y radiales coincidan no demuestra que exista: hay que probar otras curvas, comoy = kx?2.
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@ Técnicas algebraicas en varias variables

,—[ *) Las técnicas ] N

Seempleancuandono se hapodidodescartarlaexistenciadellimite. No permiten garantizar que exista,
pero sicalcularlo cuando hay indicios razonables de que existe.

e Sustitucion directa. Consiste en sustituir directamente las variables por el punto al que tienden,
(x,y) — (a,b). Sielresultado es un numeroreal y no aparece ninguna indeterminacion, ese es el valor
dellimite. Este procedimiento debe interpretarse como un criterio de continuidad.

« Factorizacion. Se factorizay se simplifica el factor comun.

e Acotacion. Consiste enencerrarlafuncion entre expresiones mas simples cuyo comportamiento es
conocido:

Si|f(z,y)| < g(z,y) yademas g(x,y) — 0, entonces f(z,y) — 0

Permite acotar la funciéon en todo un entorno del punto, lo que garantiza un comportamiento
independiente del camino. Caso particular: el teorema cero por acotada (infinitésimo por funcién
acotada).

 Uso de infinitésimos. Si lim  f(z,y) = 0,entonces  lim M

= 1. Porejemplo:
(x,y)—(0,y0) (@) —(zowo)  flx,y) )

| sen(z? + y?) _
(z,)—(0,0) 12 + 72
Precision conceptual. La Unica forma de garantizar con total rigor la existencia de un limite y determinar
su valor es utilizar la definicion formal (e-6). Enla practica se usan estas técnicas, cuyo fundamento esta

en dicha definicion.

= NOTAS
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,—[ </ Ejemplo resuelto } <
z2 — y?
Calcula los limites lim (z*+4*)y Ilim ——.
(z,y)—(1,2) (z,y)—(0,0) = — Yy
|\ J
,—[ </ Ejemplo resuelto } <
2
Calcula lim Y
(,y)—(0,0) x2 4 y?
. J
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,-[ = Ejemplo resuelto } .

| Ejercicio de examen - Febrero 2023,2024y 2026, 2.2 semana (plan 2010)

Halla, si existen, el limite doble y los limites reiterados en el origen de la funcion f(z,y) = (= + vy) -

27 27
<sen — 4 sen —) .
g Yy

v EN RESUMEN <

Lo que no te puedes olvidar antes de pasar al Tema 5:

e Primero, intenta sustituir. Sila funcidn es continua en el punto y la expresién esta definida, el valor
obtenido es el limite. Si aparece unaindeterminacion, hay que transformarla.

. . 0 . . . 00 . ,
¢ Indeterminaciones: 0 factorizar o racionalizar; —,los grados; co — oo, la conjugada; 1°°, el numero
& o0
o Dosvariables:siL; # L, 0si L, depende de m, el limite doble no existe. Sitodos coinciden, no se
puede concluir.

e Ceroporacotada:infinitésimo porfuncion acotadatiende a 0. Asi se suele demostrar que un limite
doble existe.
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