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Límites en una y varias variables
Matemáticaspara la Empresa I ·GradoenADE ·UNED · Plan 2026

Quévas a aprender.
Quées un límite y cómo se calcula: por sustitución directa y resolviendo las indeterminacionesmás
frecuentes (0/0,∞/∞,∞−∞ y 1∞). Y, sobre todo, a estudiar el límite de una funcióndedos variables
con los límites reiterados, los límites radiales yel teoremaceropor acotada.

Leeesto antesdeempezar.
Este tema entra en el examen: junto con el Tema 5 forma el bloque «Límites y continuidad en varias
variables»,alqueelplandocentededica3delas10preguntas.Laspreguntassondevariasvariables:
los límitesdeuna variable (apartados 1 a8) son la introducción y la herramientapara resolverlas.

Mapadel tema
Paraqué sirve cada apartado

Unavariable (introducción)
1.Definición formal de límite
2. Límites laterales
3. Límitesquenoexisten
4. Límites infinitos (x → a)
5. Límiteenel infinitoo límite finitoparax → ∞
6. Infinitésimose infinitos
7. Técnicasbásicasdecálculo
8.Estudiode resoluciónde formas indeterminadas
específicas

Varias variables (examen · T5)
9.Definición formal de límite en varias variables
10.Generalizacióndel conceptode límite: límites infinitos y
enel infinito
11. Límites sucesivoso reiterados
12.Dependenciadel camino · límites radiales
13. Técnicas algebraicas · ceropor acotada

Idea clave. El límite no mira el valor de la función en el punto, sino hacia dónde tiende cuando nos
acercamos aél. En una variable solo haydos formasde acercarse (por la izquierda ypor la derecha). En
dos variables hay infinitos caminos, y el límite soloexiste si por todosellos seobtieneelmismovalor.
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1 Definición formal de límite
Definición ε–δ

Definición. Sea f una funcióndefinida en todos los puntosdel intervalo (a, b), salvo tal vez en x0 ∈ (a, b).
En x0, f(x) puede no tener valor ninguno, o tener valor cualquiera. Por esa razón x tiende x → x0 y no
x = x0.

lim
x→x0

f(x) = L ⇐⇒ ∀ ε > 0 : ∃ δ > 0 (δ = δ(ε)) / 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε

• |x− x0|mide ladistanciaentrex yx0.
• |f(x)− L|mide ladistanciaentre f(x) yL.

Qué significa

Sea cual sea el número positivo ε, por pequeñoque sea, se puede encontrar otro número positivo δ tal
que, si la distancia entre x y x0 esmenor que δ, la distancia entre f(x) yLesmenor que ε. La cercanía en
la variable implica cercanía en la función.

|f(x)− L| < ε ⇐⇒ f(x) ∈ (L− ε, L+ ε) 0 < |x− x0| < δ ⇐⇒ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x ̸= x0

El valor f(x0)no interviene: la existenciadel límitenodependede loque valga la funciónenel punto.

Cómoseve

x

y

x0x0 − δ x0 + δ

L

L − ε

L + ε
Fijada labanda (L− ε, L+ ε),

hay un intervalo alrededordex0

cuyas imágenescaendentrodeella.

Cómose trabaja · demostrar un límite con la definición

Dar valores concretos a εnodemuestra nada: hayqueencontrar un δ paracada ε > 0.
1. Escribe |f(x)− L| y transfórmalo hasta relacionarlo con |x− x0|: |f(x)− L| ≤ K · |x− x0|.

2. Elige δ en funciónde ε: δ =
ε

K
.

3. Comprueba: 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− L| ≤ K · |x− x0| < K · ε

K
= ε.

En lapráctica los límitesnosecalculanasí: ladefiniciónesel fundamentoquegarantizaque losmétodos
decálculo soncorrectos.
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Ejemplo resuelto

Usa la definiciónparademostrar que lim
x→2

(x + 2) = 4.

Ejemplo resuelto

Elcoste totaldeunaempresa,enmilesdeeuros,es C(x) = x2 ,donde x eselniveldeproducción
enmiles de unidades. Justifica con la definiciónque lim

x→2
C(x) = 4.

ENRESUMEN

lim
x→x0

f(x) = L significa que f(x) está tan cerca de L como se quiera (ε) con tal de tomar x

suficientementecercadex0 (δ), sin importar loquevalga f enx0. Parademostrarlose relaciona |f(x)−
L|con |x− x0| y seelige δ en funciónde ε.
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2 Límites laterales
Definiciones y teorema

Definición 1. Sea f una funcióndefinidaen todos lospuntosdeun intervaloabierto (x0, a). Decimosque
f tiene límiteL+ cuandox seacerca ax0 por la derecha (notándolo lim

x→x+
0

f(x) = L+):

lim
x→x+

0

f(x) = L+ ⇔ ∀ ε > 0 : ∃ δ > 0 (δ = δ(ε)) / 0 < x− x0 < δ ⇒ |f(x)− L+| < ε

Obsérveseque 0 < x− x0 ⇒ x > x0.

Definición2. Sea f una funcióndefinidaen todos lospuntosdeun intervaloabierto (a, x0).Decimosque
f tiene límiteL− cuandox seacerca ax0 por la izquierda (notándolo lim

x→x−
0

f(x) = L−):

lim
x→x−

0

f(x) = L− ⇔ ∀ ε > 0 : ∃ δ > 0 (δ = δ(ε)) / 0 < x0 − x < δ ⇒ |f(x)− L−| < ε

Obsérveseque 0 < x0 − x ⇒ x < x0.

Teorema. Las siguientes afirmaciones sonequivalentes:
a) lim

x→x0

f(x) = L

b) lim
x→x−

0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = L

Observación. La importanciadel teoremaanterior radicaenque, si los límites laterales sondistintos,no
existeun límitede la función.

Cómoseve · tres casos

x

y

x0

L

L− = L+ = L ·existe

x

y

x0

L−

L+

L− ̸= L+ ·NOexiste

x

y

x0

L− = −∞,L+ = +∞ ·NOexiste

Cómose trabaja

1. Si la función cambia de expresión en x0 (función a trozos, valor absoluto), calcula los dos límites
lateralespor separado.

2. Compara: si coinciden, el límite existe y vale ese valor común; si nocoinciden, el límite noexiste.
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Ejemplo resuelto

Calcula el límite lim
x→3

|x − 3|
x − 3

.

NOTAS

ENRESUMEN

Los límites laterales se calculan cuando la función cambia de expresión en el punto. El límite existe si
y solo si losdosexisten ycoinciden.
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3 Límitesquenoexisten
Qué son · tres causas

Un límitepuedenoexistir por tresmotivos:
1. Salto:f(x) tiendeanúmerosdiferentessegúnx tiendaax0por laderechaopor la izquierda.Eselcaso

del ejemplodel apartado2.
2. Divergencia: f(x)creceodecrece sin cotacuandox tiendeax0. Seestudia enel apartado4.
3. Oscilación: f(x)oscila entredos valores fijos cuandox tiendeax0.

El ejemplo típico de oscilación es lim
x→0

sen 1

x
: cuantomás se acerca x a 0, más deprisa oscila la función

entre−1 y 1, sin aproximarse aningúnnúmero.El límite noexiste.

x

y

1

−1

y = sen 1

x

Por elmismomotivonoexisten lim
x→∞

senxni lim
x→∞

cosx.

NOTAS

ENRESUMEN

Un límite noexistepor salto (lateralesdistintos), pordivergencia (la funcióncreceodecrecesin cota)
oporoscilación (no seaproximaaningúnnúmero).
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4 Límites infinitos (x → a)
Límite infinitopara xfinito

Definición. Sea f definidaen (a, b), salvo tal vez enx0 ∈ (a, b). Decimosque:

lim
x→x0

f(x) = ∞ ⇔ ∀M > 0 : ∃ δ > 0 / 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)| > M

Se dice que la función f(x) tiende a un límite ∞ para x → x0 cuando f(x) llega a ser mayor que
cualquier númeroM porgrandeque sea, con tal de tomar x lo suficientementepróximaa x0. La función
se aproxima a la recta x = x0 hasta la distancia tan pequeña como sequiera, y esa recta es asíntotade
la curva (Tema5).
Un límite infinitonoexisteenel sentidoenquesedefinióel límiteenelapartado1,peroproporcionamás
información que decir simplemente que no existe. La división por cero no está definida, pero si en un
cocienteel denominador tiendeacero yel numerador a unnúmerodistintodecero, el cociente tiende
a infinito.
• Si la funciónseconservapositiva: lim

x→x0

f(x) = +∞ ⇔ ∀M > 0 : ∃ δ > 0/0 < |x−x0| < δ ⇒ f(x) > M

• Si la función se conserva negativa: lim
x→x0

f(x) = −∞ ⇔ ∀M > 0 : ∃ δ > 0 / 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) <

−M

• En la notaciónempleada,∞comprende los infinitosmás ymenos,+∞ y−∞.

Ejemplo resuelto

Calcula lim
x→3

x + 1

x − 3
.

ENRESUMEN

Si el denominador tiende a 0 y el numerador a un númerodistinto de 0, el cociente tiende a infinito. El
signo sedecidecon los límites laterales. La rectax = x0 esunaasíntota vertical.
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5 Límite en el infinito o límite finitopara x → ∞
Límite finitopara x → ∞

Definición. Sea f(x)definidaen todoun intervalo (a,∞). Sediceque:

lim
x→∞

f(x) = L ⇔ ∀ ε > 0 : ∃K > 0 / |x| > K ⇒ |f(x)− L| < ε

Se dice que la función f(x) tiende hacia el límite finito L para x → ∞ cuando el valor absoluto de la
diferenciaentref(x)yel límiteL llegaasermenorqueunnúmero ε, tanpequeñocomosequiera,con tal
de tomarax suficientementegrande, esdecir,mayorqueunciertonúmeroK. La recta y = La laquese
aproxima f(x) se llamaasíntota (Tema5).

lim
x→+∞

f(x) = L ⇔ ∀ ε > 0 : ∃K > 0 /x > K ⇒ |f(x)− L| < ε

lim
x→−∞

f(x) = L ⇔ ∀ ε > 0 : ∃K < 0 /x < K ⇒ |f(x)− L| < ε

Límite enel infinitoo límite infinitopara x → ∞. Definición:

lim
x→∞

f(x) = ∞ ⇔ ∀M > 0 : ∃K > 0 / |x| > K ⇒ |f(x)| > M

Enestecaso, los valoresde la funcióncrecen sin cotacuandoxcrecedemanera noacotada.

Ejemplo resuelto

Calcula los límites:

a) lim
x→∞

4x4 + 1

x4 + 1
b) lim

x→∞
(x2 + 4).

ENRESUMEN

Enel infinito la funciónpuedeacercarse a unnúmeroL (asíntota horizontal y = L) o crecer sin cota. En
uncocientedepolinomios sedivide todoentre lamayorpotencia.
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6 Infinitésimose infinitos
Infinitésimos

Llamaremos infinitésimo a toda función f(x) que tiende a cero cuando x → x0. Es decir, una función
es un infinitésimo en x0 si lim

x→x0

f(x) = 0. Un infinitésimo no es igual a cero, sino que es una función que
tiendeacero.

Propiedadesde los infinitésimos
1. Si una funcióng(x)puedeescribirsecomosumadeunaconstante byun infinitésimof(x)cuandox →

x0, entonces g(x) = b+ f(x) ⇒ lim
x→x0

g(x) = b. Y recíprocamente.

2. La sumaalgebraicadeunnúmerofinitode infinitésimosesotro infinitésimo.

3. Elproductodeunafunciónacotadaporun infinitésimoesotro infinitésimo.Enparticular,elproducto
dedos infinitésimoses un infinitésimo.

4. El cociente de un infinitésimo por una función que no se anula en el entorno considerado es otro
infinitésimo.

Orden de un infinitésimo. Sean f(x) y g(x) dos infinitésimos cuando x → x0. Diremos que f(x) es un
infinitésimodeordenn respectode g(x) si: lim

x→x0

f(x)

[g(x)]n
= L, con 0 < |L| < ∞. Sin = 1 tiendenacero al

mismo ritmo; sin > 1, f tiendeaceromás rápido; si 0 < n < 1,más lentamente.

Teorema 1. Cuandodos infinitésimossonequivalentes, el límite nosealtera al reemplazar un factor f(x)
porotroequivalente aél g(x). Cuandox → 0:

senx ∼ x tgx ∼ x arctgx ∼ x 1− cosx ∼ x2

2
ex − 1 ∼ x ln(1 + x) ∼ x

El teoremahablade factores: se sustituyeenproductos ycocientes, noen sumasni en restas.

Infinitos

Definición. f es un infinito en x = x0 ⇔ lim
x→x0

f(x) = ∞. Todas las propiedades y teoremas vistos para
los infinitésimos son válidoscuandox tiendea infinito.

Teorema2 (relaciónentre infinitésimose infinitos). Si f(x)esun infinitésimocuandox → aynoseanula
enunentornodel punto, entonces 1

f(x)
→ ∞. Recíprocamente, si f(x) → ∞, entonces 1

f(x)
→ 0.

Comparación de crecimiento. Diremos que una función crece mucho más lentamente que otra, y
escribiremos f(x) ≪ g(x), si se cumple que lim

x→∞

f(x)

g(x)
= 0. En este caso, f(x) es despreciable frente

a g(x)cuando la variable crece.Cuandox → ∞ se verifica:

lnx ≪ xα ≪ ex (α > 0) lim
x→∞

lnx
xα

= 0 (α > 0) lim
x→∞

xα

ex
= 0
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7 Técnicasbásicasdecálculo
Límitespor sustitucióndirecta

Cuandoel límitedeuna función cuando x tiendea x0 coincideconel valor de la funciónen x0, sepuede
calcular el límite por sustitución directa. En general, si x0 ∈ Df y la función está definida por una única
expresión algebraica, lim

x→x0

f(x) = f(x0).

• Teorema 1. Límitesbásicos. lim
x→x0

k = k lim
x→x0

xn = xn
0

• Teorema2.Límitedeunafunciónradical.Seanenteropositivo.Elsiguiente límiteesválidoparatodo
x0 sines impar, y para todox0 > 0 sinespar: lim

x→x0

n
√
f(x) = n

√
f(x0)

• Teorema 3. Propiedades de los límites. Sean f y g dos funciones definidas en (a, b) salvo tal vez en
x0 ∈ (a, b) y talesque lim

x→x0

f(x) = L1 y lim
x→x0

g(x) = L2. Entonces:

a)Múltiplooescalar: lim
x→x0

(
b f(x)

)
= b L1

b) Sumaodiferencia: lim
x→x0

(
f(x)± g(x)

)
= L1 ± L2

c) Producto: lim
x→x0

(
f(x) · g(x)

)
= L1 · L2

d)Cociente: L2 ̸= 0 ⇒ lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

L1

L2

e) Logaritmo: L1 > 0 ⇒ lim
x→x0

ln f(x) = ln
(
lim

x→x0

f(x)
)
= lnL1

f) Potencia: L1 > 0 ⇒ lim
x→x0

[
f(x)

]g(x)
= LL2

1

g) Regladel encaje: si en cierto intervalo de centro x0 es g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) y lim
x→x0

g(x) = lim
x→x0

h(x) = L,
entonces lim

x→x0

f(x) = L

• Teorema4. Límitede funcionespolinómicas. Secalcula sustituyendo: lim
x→x0

p(x) = p(x0).

• Teorema5. Límitede funciones racionales. Sea r(x) = p(x)

q(x)
una función racional, yx0 unnúmero real

tal que q(x0) ̸= 0. Entonces lim
x→x0

r(x) = r(x0) =
p(x0)

q(x0)

• Teorema 6. Límite de una función compuesta. Si f y g son funciones tales que lim
x→x0

g(x) = L y
lim
x→L

f(x) = f(L), entonces lim
x→x0

f
(
g(x)

)
= f(L)

• Teorema 7. Límites de funciones trigonométricas. lim
x→x0

senx = senx0, lim
x→x0

cosx = cosx0,
lim

x→x0

tgx = tgx0, y lomismoconcotangente, secante ycosecante.
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Límitesqueno se resuelvenpor sustitucióndirecta

Teorema8. Sean f y g dos funcionesdefinidasen (a, b) salvo tal vez enx0 ∈ (a, b) y talesque:
I) lim

x→x0

g(x) = L

II) ∃ δ > 0 / f(x) = g(x) ∀x : 0 < |x− x0| < δ

Entonces lim
x→x0

f(x) = L

Es decir: se busca una función g(x) que coincida con f(x) para todo x ̸= x0 cerca de x0; si existe el
límite de g, existe el de f y son iguales. Es la manipulación algebraica: factorización, simplificación,
racionalizaciónodivisiónpor lamayorpotenciade la variable.

Ejemplo resuelto

Calcula el límite utilizandoálgebrade límites: lim
x→2

[
x3 + 2 ln(x2 − 3)

]
.

Ejemplo resuelto

Calcula los límites:

a) lim
x→1

x4 − 1

x − 1
b) lim

x→4

√
x − 2

x − 4
.

ENRESUMEN

Primerose intenta lasustitucióndirecta. Si no funciona, se transforma la funciónenotraquecoincide
conella salvoenel punto (Teorema8): factorizar y simplificar, o racionalizar.
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8 Estudiode resoluciónde formas indeterminadas específicas
Conceptode indeterminación

Al operar algebraicamente con funciones que tienen límite para un cierto x0 puede ocurrir que la
expresiónqueobtengamosnonospermitadiscernir apriori si el límiteexisteono. Enestecaso, sedice
que hay una indeterminación. Existen siete tipos de indeterminación según x tienda a un cierto x0 o a
infinito:

0

0
;

∞
∞

; 0 · ∞ ; ∞−∞ ; 1∞ ; ∞0 ; 00

Si se nos presenta una indeterminación, esto no quiere decir que el límite no exista, sino que esta
debe «salvarse». Salvar una indeterminación significa buscar una expresión equivalente a la dada en
un entorno reducido alrededor del punto que permita obtener el límite. Para resolverlas se utilizan las
propiedades y reglasdel límite, así comoel Teorema8.

Indeterminación 0

0

El numerador y el denominador se anulan a la vez: hay un factor común oculto que debe hacerse
explícito.
• Cociente de polinomios. Factorizamos ambos polinomios y simplificamos (cancelación o
simplificación):

lim
x→x0

P (x) = lim
x→x0

Q(x) = 0 ⇒ lim
x→x0

P (x)

Q(x)
= lim

x→x0

(x− x0)M(x)

(x− x0)N(x)
= lim

x→x0

M(x)

N(x)

• Cociente con expresiones irracionales. Semultiplica y divide por el conjugado de las expresiones
irracionales (racionalización).

• Límites trigonométricos especiales:

lim
x→0

senx
x

= 1 lim
x→0

1− cosx
x

= 0

Indeterminación ∞
∞

• Cocientedepolinomios.Sedivideelnumeradoryeldenominadorporxelevadoalmayorexponente
de la expresión dada. Regla práctica: sean P (x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a0 y Q(x) = bmxm +

bm−1x
m−1 + · · ·+ b0 dospolinomiosdegradon ym, respectivamente. Entonces:

lim
x→+∞

P (x)

Q(x)
= L donde


L = ∞ sin > m

L = 0 sin < m

L =
an
bm

sin = m

• Cocienteconexpresiones irracionales. Tambiénsedividenumerador ydenominadorporxelevado

almayor exponente, recordandoque
n
√
a

xm
= n

√
a

xm·n .
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Ejemplo resuelto

Calcula lim
x→−1

x3 + 4x2 + 5x + 2

2x3 − 2x2 − 10x − 6
.

NOTAS
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Sumade infinitos dedistinto signo (∞−∞)

Para solucionarla, se recomiendasimplificar ladiferenciamultiplicandoydividiendo laexpresiónpor su
conjugada.

Indeterminación 1∞

Sepresentaal calcular lim
x→x0

f(x)g(x) (eventualmentex0 puedeser infinito)con lim
x→x0

f(x) = 1y lim
x→x0

g(x) =

∞: la base tiendea 1 yel exponente a infinito.Dos resultadosde suma importancia:

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e ∧ lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

Si lim
x→x0

f(x) = ∞, entonces lim
x→x0

(
1 +

1

f(x)

)f(x)

= e. Análogamente, si lim
x→x0

f(x) = 0, entonces lim
x→x0

(
1 +

f(x)
) 1

f(x) = e.
En lapráctica, si f(x) → 1 y g(x) → ∞, todo lo anterior se resumeen: lim f(x)g(x) = e lim g(x)·(f(x)−1).

Teoremaceropor acotada

Teorema. Sean f y g dos funciones tales que lim
x→x0

f(x) = 0 (es decir, f es un infinitésimo para x = x0) y
|g(x)| ≤ k con k ∈ R (g esuna función acotada). Entonces:

lim
x→x0

f(x) g(x) = 0

Sirvecuandoun factor no tiene límite, comoen ∄ lim
x→∞

senx y ∄ lim
x→∞

cosx. Por ejemplo:

lim
x→∞

senx
x

= lim
x→∞

1

x
senx = 0 lim

x→0
x2 cos

(
1

x

)
= 0

Ejemplo resuelto

Calcula lim
x→∞

(
3x + 1

3x − 6

)3x−1

.
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Ejemplo resuelto

Calcula lim
x→+∞

(√
x2 + 5x − x

)
.

NOTAS
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Ejemplo resuelto

Calcula los límites:

a) lim
x→+∞

3x4

x2 + 1
b) lim

x→+∞

x + 3

x4 + 2x2 − 5
c) lim

x→+∞

9x3 − x + 2

3x3 + x2 + 2x − 5
.

NOTAS

ENRESUMEN

0

0
: factorizar, racionalizar o límites trigonométricos. ∞

∞
: dividir por la mayor potencia (mandan los

grados).∞−∞: conjugada.1∞: elnúmeroe.Ysiunfactor tiendea0yelotroestáacotado,elproducto
tiendea 0.
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9 Definición formal de límite en varias variables
Nocionesprevias

En una variable solo hay dos sentidos para acercarse a un punto; en el plano existen infinitos caminos,
y paraqueel límiteexistael valorde la funcióndebeserelmismo independientementede la trayectoria
seguida.
Distanciaentredospuntosdelplano. Sean (x1, y1)y (x2, y2)dospuntosdelplano.Sedefine ladistancia
entre ellos comoel número real nonegativo d

(
(x1, y1), (x2, y2)

)
=

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Entorno de un punto. Dado un punto (x0, y0) y un número positivo r > 0, se llama entorno de centro
(x0, y0) y radio r, que se denota porEr(x0, y0), al conjunto de todos los puntos del plano cuya distancia
al punto (x0, y0)esmenorque r:

Er(x0, y0) =
{
(x, y) ∈ R2 :

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < r

}
Esel interior deuncírculode radio r centradoen (x0, y0), sin incluir su frontera.
Entorno reducido de un punto. Se denomina entorno reducido de centro (x0, y0) y radio r > 0, que se
denota por E∗

r (x0, y0), al conjunto formado por todos los puntos del entorno Er(x0, y0), excluyendo el
propiopunto: E∗

r (x0, y0) = Er(x0, y0) \ {(x0, y0)}.
Puntodeacumulación.Sedicequeelpunto(x0, y0)espuntodeacumulacióndeldominiodelafunciónf
sientodoentornoreducidosuyoexistealmenosunpuntodeldominiode la función: ∀r > 0, E∗

r (x0, y0)∩
Dom(f) ̸= ∅.

Definición formal del límite doble

El número L ∈ R es el límite de la función f(x, y) cuando (x, y) → (x0, y0) si, dado cualquier
número positivo ε, existe un número positivo δ tal que, para todo punto (x, y) del dominio de la función
pertenecientealentornoreducidoE∗(P0, δ), la imagenf(x, y)pertenecealentornoE(L, ε).Ensímbolos:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L ⇔ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 tal que (x, y) ∈ E∗(P0, δ) ⇒ f(x, y) ∈ E(L, ε)

Observaciones: el puntoP0 debe ser de acumulacióndel dominio para poder calcular los valores de la
funciónenpuntos tanpróximosa (x0, y0)comosequiera. Laexpresión f(x, y) ∈ E(L, ε)esequivalentea
escribir |f(x, y)− L| < ε.
Formulaciónequivalente(ε–δ).Seaf(x, y)unafuncióndefinidaenunentornodeunpunto (x0, y0), salvo,
quizá, en el propio punto. Diremos que el número real L es el límite de f cuando (x, y) → (x0, y0) si se
cumpleque: para todo ε > 0, existe un δ > 0 tal que, para todo (x, y)del dominiode f ,

si 0 <
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ, entonces |f(x, y)− L| < ε
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Ejemplo resuelto

Ejercicio deexamen · Febrero2023, 1.ª semana (plan 2010)

Comprueba, con la definiciónde límite, que lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2) = 0.

Propiedades

Valen lasmismaspropiedadesquepara funcionesdeuna variable.
1) Si existeel lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = L, estedebeser único (unicidaddel límite).

2) Si el lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L con L ̸= 0, entonces en algún entorno reducido del punto P0(x0, y0) la

funciónconservaelmismosignoqueL.
3) Si lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = L1 y lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y) = L2, entonces: a) lim (f ± g) = L1±L2 b) lim (f · g) =

L1 · L2 c) lim f

g
=

L1

L2
siL2 ̸= 0

4) lim
(x,y)→(x0,y0)

|f(x, y)| =
∣∣∣ lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)
∣∣∣

5) Si el lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L, entonces la función puede expresarse como suma de su límite más un

infinitésimoenel punto, o sea f(x, y) = L+ r(x, y)con lim
(x,y)→(x0,y0)

r(x, y) = 0.

ENRESUMEN

El límitedoble sedefinecomoenuna variable, con ladistancia enel plano. Si existe, esúnico.
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10 Generalizaciónoextensióndel conceptode límite a varias variables
Límites infinitos y enel infinito

Límite infinitopara (x, y) → (x0, y0). Definición (formaunificada):

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = ∞ ⇔ ∀M > 0, ∃ δ > 0 tal que 0 < (x− x0)
2 + (y − y0)

2 < δ ⇒ |f(x, y)| > M

La definición engloba dos comportamientos: límite +∞, con f(x, y) > M , y límite −∞, con f(x, y) <
−M . La condición 0 < (x − x0)

2 + (y − y0)
2 < δ describe un entorno perforado de (x0, y0): puntos

arbitrariamentecercanosal punto, pero sin incluirlo.
Límite finito cuando (x, y) → ∞. Definición (general). Sea una función definida fuera de un conjunto
acotadodel plano. Diremosque lim

(x,y)→∞
f(x, y) = L si para todo ε > 0existe un númeroK > 0 tal que, si

x2 + y2 > K2, entonces |f(x, y)− L| < ε.
Límite infinito cuando (x, y) → ∞. Diremos que lim

(x,y)→∞
f(x, y) = +∞ si para todo númeroM > 0 existe

K > 0 tal que, six2 + y2 > K2, entonces f(x, y) > M . Análogamentepara−∞, con f(x, y) < −M .

Por ejemplo: lim
(x,y)→(0,0)

1

x2 + y2
= +∞ lim

(x,y)→∞

1

x2 + y2
= 0 lim

(x,y)→∞
(x2 + y2) = +∞

NOTAS

ENRESUMEN

Endos variables, «cercadel punto» y «lejosdel origen» semidencon ladistancia: (x− x0)
2 + (y − y0)

2

pequeña, ox2 + y2 grande. Lasdefiniciones son lasdeuna variable conesecambio.
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11 Límites sucesivoso reiterados
Definición

Se denominan límites reiterados (también llamados límites iterados) a aquellos que se obtienen
calculandosucesivamente límites respectodecada variable, fijandopreviamente las restantes.
Fijamos primeramente la variable y y hacemos tender x a x0. Si este límite existe, dependerá del valor
quehayamosfijadode y: será una funciónλ(y). El límitedeesa funciónpara y tendiendoa y0 esun límite
reiterado.Delamismaforma,fijandoxyhaciendoquey tiendaay0 sedefineunafunciónµ(x),cuyolímite
parax tendiendoax0 esel otro límite reiterado:

lim
y→y0

[
lim

x→x0

f(x, y)
]
= lim

y→y0

λ(y) = L1 lim
x→x0

[
lim
y→y0

f(x, y)
]
= lim

x→x0

µ(x) = L2

Los límites reiterados estudian la función a lo largo de direcciones paralelas a los ejes coordenados:
solo considerandosde los infinitos caminosposiblesdeaproximación al punto.
• Si existeel límitedoble, entoncesnecesariamente los reiteradosqueexistancoincidenconél.
• Si los límites reiterados sondistintos, el límitedoble noexiste.
• Si son iguales, no podemos asegurar la existencia del límite doble. Se utilizan para probar la
inexistenciadel límiteoparaobtener una ideadecuál será su valor encasodequeexista.
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Ejemplo resuelto

Calcula los límites reiterados enel origen ydi qué sepuedeconcluir:

a) f(x, y) =
x − 8y

x + 14y

b) f(x, y) = (x + y) · sen
(

2π

x + y

)
c) f(x, y) = x · sen

(
1

y

)
.

NOTAS

ENRESUMEN

Reiterados distintos: el límite doble no existe. Iguales: no se puede asegurar nada. Y el límite doble
puedeexistir aunque falte unode los reiterados, o losdos.
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12 Dependencia del camino
Límites radiales

Un límite radial es el valor al cual tiende una función f(x, y) cuando (x, y) tiende a (x0, y0) pero
acercándose por una recta que pase por este. Es decir, x e y no varían en forma independiente,
sinoqueestán relacionadaspor laecuaciónde la recta radialquepasapor (x0, y0). Sucálculose reduce
al deun límite simple, deuna variable:

Lr = lim
(x,y)→(x0,y0)
y−y0=m(x−x0)

f(x, y) = lim
x→x0

f
(
x, m(x− x0) + y0

)

Relaciones entre losdistintos límites
1) Si existenel límitedoble, los límites reiteradosy los radialesdebenser igualesentresí: L = L1 = L2 =

Lr.
2) Si existen los límites reiterados y los radiales, sepuededar tres tiposdecasos:

a) los límites reiterados seandistintos, encuyocasonoexisteel límitedoble: L1 ̸= L2 ⇒ ∄L
b) los límites reiteradosson iguales,peroexistendiferentes límites radiales;enestecasonoexisteel

límitedoble: L1 = L2 ̸= Lr ⇒ ∄L
c) sean iguales los límites reiterados y coincidan con los radiales; en este caso no se puede

concluir sobre laexistenciaonodel límitedoble, habríaquecalcular límitesacercándosealpunto
consideradoporotras curvas.

3) Si existe el límite doble, L, puede ocurrir que no exista alguno de los límites reiterados L1 o L2, o
ningunodeellos (L1 yL2).

Dependencia del parámetro · condicióndeunicidad

Conuna trayectoriageneralx = x(t), y = y(t), t → t0, el límitepasaaserdeunavariable: lim
t→t0

f
(
x(t), y(t)

)
.

El valor obtenido puede depender del parámetro que define la trayectoria: pendiente m (rectas),
exponente (parábolas) uotras formas. Si dependedeeseparámetro, haydependencia del camino.
Condición de unicidad. El límite lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) existe si y solo si el valor límite es único e

independientedecualquier trayectoria. Basta encontrardos caminos condistinto límitepara concluir
que el límite no existe. Si todos los caminos estudiados coinciden, no es suficiente para afirmar
existencia.
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Ejemplo resuelto

Ejercicio deexamen · Febrero2025, 2.ª semana (plan 2010)

Investiga si existe el límite doble en el origen de la función f(x, y) =
6xy

x2 + 3y2
utilizando límites

reiterados y radiales.

NOTAS
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Ejemplo resuelto

Estudia si existe el límite doble en el origende la función f(x, y) =
3x2y

9x4 + y2
.

NOTAS

ENRESUMEN

Radiales: por las rectas quepasanpor el punto. Si dependendem, el límite no existe.Que reiterados
y radiales coincidannodemuestraqueexista: hayqueprobar otras curvas, como y = kx2.
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13 Técnicas algebraicas en varias variables
Las técnicas

Seempleancuandonosehapodidodescartar laexistenciadel límite.Nopermitengarantizarqueexista,
pero sí calcularlo cuandohay indicios razonablesdequeexiste.
• Sustitución directa. Consiste en sustituir directamente las variables por el punto al que tienden,

(x, y) → (a, b). Si el resultadoesunnúmero real y noapareceninguna indeterminación, eseesel valor
del límite. Esteprocedimientodebe interpretarsecomouncriterio decontinuidad.

• Factorización. Se factoriza y se simplificael factor común.
• Acotación.Consisteenencerrar la funciónentreexpresionesmássimplescuyocomportamientoes
conocido:

Si |f(x, y)| ≤ g(x, y) y además g(x, y) → 0, entonces f(x, y) → 0

Permite acotar la función en todo un entorno del punto, lo que garantiza un comportamiento
independiente del camino. Caso particular: el teorema cero por acotada (infinitésimo por función
acotada).

• Uso de infinitésimos. Si lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = 0, entonces lim
(x,y)→(x0,y0)

sen
(
f(x, y)

)
f(x, y)

= 1. Por ejemplo:

lim
(x,y)→(0,0)

sen(x2 + y2)

x2 + y2
= 1.

Precisiónconceptual. Laúnica formadegarantizar con total rigor laexistenciadeun límiteydeterminar
su valor es utilizar la definición formal (ε–δ). En lapráctica seusanestas técnicas, cuyo fundamentoestá
endichadefinición.

NOTAS
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Ejemplo resuelto

Calcula los límites lim
(x,y)→(1,2)

(x2 + y2) y lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x − y
.

Ejemplo resuelto

Calcula lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
.
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Ejemplo resuelto

Ejercicio deexamen · Febrero2023, 2024y2026, 2.ª semana (plan 2010)

Halla, si existen, el límite doble y los límites reiterados en el origende la función f(x, y) = (x + y) ·(
sen 2π

x
+ sen 2π

y

)
.

ENRESUMEN

Loqueno tepuedesolvidar antesdepasar al Tema5:
• Primero, intenta sustituir. Si la función es continua en el punto y la expresión está definida, el valor
obtenidoesel límite. Si apareceuna indeterminación, hayque transformarla.

• Indeterminaciones: 0
0
, factorizaro racionalizar; ∞

∞
, losgrados;∞−∞, la conjugada; 1∞, el número

e.
• Dos variables: siL1 ̸= L2, o siLr dependedem, el límitedoblenoexiste. Si todoscoinciden, no se
puedeconcluir.

• Ceroporacotada: infinitésimopor funciónacotada tiendea0. Así sesueledemostrarqueun límite
dobleexiste.
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