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Qué vas a aprender.

Qué esunafuncidndedosvariables > = f(z,y)(unareglaqueacadapar(z,y)leasignaunnimero z). A
calcularsudominio (en elplanoR?)y ahacerunarepresentacion graficade la superficie quelafuncion
dibujaenelespacioR3, consus curvasde nivel. Y como se usatodo esto enlas funciones econémicas
(produccidn, coste, utilidad...).

I Lee esto antes de empezar.

De este tema no hay preguntas directas en el examen. Sin embargo, es la base imprescindible para
los temas siguientes (limites, continuidad, derivadas parciales y optimizacion en varias variables). Las
10 preguntas del examen son de funciones de varias variables: este temaintroduce todo el lenguaje.

@ Mapadel tema

f-[ &} Para qué sirve cada apartado ] -
# Apartado Lo vas ausar sobre todo en...
1 ¢Quéesunafunciénde dosvariables? Toda la asignatura (bloques 1-4)
2 Dominio de unafunciénde dos variables T4 (limites) - T5 (continuidad)
3 Representacion graficaenR? T5 (continuidad) - T8-T9 (optimizacion)
4 Curvasdenivel T8-T9 (optimizacidn, cony sinrestricciones)
5 Aplicaciones econdmicas T8-T9 (optimizacion): produccion, coste, utilidad
_ ldea clave. Siuna funcién de una variable se dibuja como una curva en el plano, una funcién de dos
variables se dibujacomo una superficie en el espacio. Las curvas de nivel sonlos cortes horizontales de
esa superficie: lo mismo que las lineas de altura de un mapa topografico. En economia tienen nombre
propio (isocuantas, isocostes, curvas de indiferencia): estan en el apartado 5.
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° ¢ Qué es una funcion de dos variables?

,—' ® Quées N

Una funcion real de dos variables asigna a cada par ordenado de nimeros reales (z, y) de un conjunto
de partida A € R?2un Unico nimeroreal z:

f+A—R [/ z=f(z,y)

Comoenunavariable, deben cumplirse las condiciones de existencia (todo parde Atieneimagen)yde
unicidad de laimagen. z e y son las variables independientes y » es |a variable dependiente.

o Dominio, Df: el conjunto de partida A. El conjunto de llegada, R, es el codominio.

e Conjuntoimagen oimagen, If: los nUmeros reales que sonimagen de algun par del dominio.

o Formaexplicita: z = f(z,y). Ejemplos: z = 22 + 32,z = 4 — 2 — 2y.

« Formaimplicita: F(z,y,2) = 0. Ejemplo:z + 2y + 2 — 4 = 0.
R? es el conjunto de todos los pares ordenados de nimerosreales: R? = {(z,y) /= € R, y € R}.

. J

,—[ ~. Como se ve - del plano a la superficie ] N

Yy

y = f(z)-curvaenelplano

z = f(x,y) - superficie en R3

,-[ ® Como se trabaja } .

1. Evaluar f(a,b): sustituye x pora e yporbenlaférmula.

2. Pasar de implicita a explicita: cuando puedas, despeja z a partirde F(z,y,z) = 0.P.ej.,dez + 2y +
z—4=0seobtienez =4 —x —2y.

3. Reconocereltipoparaanticiparsugrafica: z = ax+by-+cesunplano; » = 22 +y?+cesunparaboloide;
22 + y? + 22 = r2 esuna esfera.

www.tuacademiafacil.com Q


https://www.tuacademiafacil.com

Matematicas parala Empresal - Grado en ADE - UNED - Plan 2026 /\/\/

TUACADEMIAFACIL

,—[ </ Ejemplo resuelto } <

Dadalafuncion f(z,y) = x2+y?—4 ,calcula f(1,2) y f(0,0) .Escribedespuésenformaexplicita
la funciondefinidapor = + 2y +z —4 = 0.

57 NOTAS

Una funcion de dos variables z = f(z,y) asigna a cada par (x,y) de sudominio un Ginico nimero real 2.
Puede darse de forma explicita (z = f(z,y)) o implicita (F(z,y, 2) = 0). Su grafica es una superficie en
R3.
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a Dominio de una funcion de dos variables

,-| 2 Quées

Sinoseindicaotracosa, eldominio Df de unafunciénde dosvariables estaformado portodoslos pares
ordenados (z,y) para los que la expresion de la funcidon toma un valor real. Geométricamente es una
region del plano zy, porque cada par (x,y) es un punto del plano. Se aplican las mismas reglas que en
las funciones de unavariable:

|\

,-[ El Las 3 reglas (iguales que en una variable) |

J

Sienlaformula aparece.. tiene que cumplirse...

un denominador % B(z,y) #0 (denominador distinto de cero)
T,y

unaraizdeindice par \/A(z,y) A(z,y) >0 (radicandono negativo)

unlogaritmo In A(z, y) A(z,y) >0 (argumento positivo)

Si hay varias de estas situaciones a la vez, se cumplen todas al mismo tiempo: el dominio es la
interseccién de todas las condiciones.

/—[ ~. Como se ve - tres dominios }

Yy Y y

! 1
el Ao Ty
'/ ~ -1 S
s . \ ! .
4 \ . ' N
; ’ \
\ ’ \
ll Y '1 \‘ /] \
1 1 0 \—/ \
1 I 1 !
) 1 1
O v T T v 1 T &
\ 1 \ 1
\ 1 \ 1
\ ‘ \ ’
\ ’ \ ’
Y ’ \s ,'
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~ 7’ \\ ‘/
Sl S |m-"
22 2
1 In(1— 2= — ¥ In(25 — 22 — y?)
2= — 4 9 2= = ‘

I2+y2 z =

Ty

Vy—x2 -1

todo el plano menos el punto (0, 0)

interior dela elipse, sinlos ejes dentro del circuloy sobre la pardbola

Lalinea discontinuaindica que el borde no pertenece al dominio.
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,-[ ® Como se trabaja } .

1. Localizalos denominadores, raices deindice parylogaritmos, eimpoén cada condicion: B # 0,4 > 0,
A>0.

2. Resuelve cadadesigualdadenelplano (z,y): obtendras unaregion limitada poruna curva conocida,
2

como la circunferencia (z — a)? + (y — b)? = r?olaelipse m_2 + Z—2 =1
a
3. Intersecatodaslasregiones.
4. Describe el dominio con notacién de conjunto y dibuja la regién. El borde va con linea continua si

pertenece al dominio (<, >)y con linea discontinua si no pertenece (<, >, #).

,-[ < Ejemplo resuelto } N

Determinay representa graficamente el dominiode z = /—x2 — y2 + 25.

El dominio Df es el conjunto de pares (z,y) para los que la expresion toma un valor real. Tienen que
cumplirse todas las condiciones: denominadores # 0, radicandos (indice par) > 0y argumentos de
logaritmo > 0. Graficamente, es unaregion del plano zy.
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° Representacion grafica en R?

,—' ® Quées N

Para representar una funcién de dos variables se usan tres ejes perpendiculares (z, y, z) que se cortan
en el origen de coordenadas. A cada punto del espacio le corresponde una terna ordenada (z, vy, z); el
conjunto de todas las ternas es R3. La representacion grafica de > = f(z,y) es la superficie formada
por los puntos (z, y, f(z,y)), con (z,y) en el dominio. Para hacerse una idea de ella se calculan sus
intersecciones conlos ejesy conlos planos coordenados:

. J

,-[ El Intersecciones conlos ejes y con los planos ] <

A - Intersecciones con los ejes coordenados. Se igualan a cero dos variables y se despejala tercera.
Eiex:y=0yz=0. Ejey:z =0yz=0. Eieziz =0ey=0.
B - Intersecciones con los planos coordenados, llamadas trazas. Se obtienen anulando una de las
variables.
Plano zy: z = 0. Plano zz:y = 0. Plano yz:z = 0.

/—[ ~ Como se ve - los tres ejes y los tres planos coordenados } -

0

plano yz
plano zz

plano zy

/\y

xT

,—[ &) Cémo se trabaja } -

1. Escribe la ecuacion de la superficie enla forma F(z,y,2) = 0(p. €j.,z + 2y + z — 4 = 0 para el plano
z=4—x—2y).

2. Intersecciones con los ejes: anula dos de las tres variables y despeja la tercera. Obtendras tres
puntos: (a,0,0), (0,5,0), (0,0,c¢).

3. Intersecciones con los planos coordenados: anula una de las tres variables. Obtendras tres curvas,
las trazas (en el caso de un plano, tres rectas).

4. Dibujalos tres puntosylas tres curvas enlos ejes para hacerte unaidea de la superficie.
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,—[ = Ejemplo resuelto } .

Representalafuncion z = f(z,y) definidaimplicitamente porlaecuaciénlineal z+2y+2—4 = 0.

7 NOTAS

v EN RESUMEN \

Para representar una superficie en R? calculamos sus intersecciones con los tres ejes (dos
coordenadas nulas) y sus intersecciones con los tres planos coordenados, las trazas (una
coordenada nula). En el caso de un plano Az + By + Cz + D = 0 se obtienen tres puntos y tres
rectas que dibujan el plano.
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° Curvasde nivel

f—| # Quées .

Si cortamos la superficie z = f(x,y) con planos paralelos al plano zy (planos de la forma z = k),
obtenemos unas curvas llamadas secciones planas horizontales. Sus proyecciones sobre el plano zy
son las curvas de nivel de la funcion.

La curva de nivel asociada al valor k es el conjunto de puntos del dominio enlos que la funcién toma ese
valor constante:

| Comt = {(w,y) € Df / f(,y) = k} |

Es decir, reune los puntos del plano zy enlos que la funcidn alcanza la misma altura k£, como las lineas de
altura de un mapa topografico. Permiten estudiar una superficie trabajando solo en el plano.

. J

,—[ ~. Como se ve - del paraboloide a sus circulos }

<

2 = 2,25— ™~

k = 2,25

= WL
b [

2,2
\ m

)

curvasdenivelz? + y2 =k

L

paraboloide z = z2 + y?

,-[ ® Como se trabaja ]

1. Fijaunvalorconstante z = k.

2. Cortala superficie con ese plano horizontal: resuelve f(z,y) = k. Normalmente obtienes una curva
conocida: unarecta, una circunferencia, una elipse, una hipérbola...

3. Proyectalacurvasobre elplano zyy dibujala. Repite con otros valores de ky etiqueta cada curvacon
el suyo.

4. Siparaalgunklaecuacion f(x,y) = kno tiene solucidn real, esa curva de nivel no existe.
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,—[ = Ejemplo resuelto } .

Hallay representalas curvas de niveldelafuncion z =22 +y2 —9 para z=0, 2 =7y z = 16.

5/ NOTAS

v EN RESUMEN \

Las curvas de nivel C,_, son las proyecciones sobre el plano zy de los cortes horizontales de la
superficie z = f(z,y). Para cada k se resuelve la ecuacion f(z,y) = ky se dibujala curvaresultante (o
se concluye que no existe silaecuacidonnotiene solucionreal). En conjunto formanun mapade alturas
que describe la superficie.
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e Aplicaciones economicas

,—[ #® Qué es - funciones econémicas de dos variables ] N

En los fendmenos econdmicos casi siempre intervienen varios factores a la vez. Las funciones de dos
variables mas habituales son:

e Demanda: D; = f(p1, p2), la cantidad demandada de un bien seguin su precio p; y el precio p, de otro
bienrelacionado. Conrenta: D = f(p, ).

e Ingreso: I = piq1 + p2go, elingreso total al venderlas cantidades q; y q» de dos bienes alos precios p;
yp2.

e Coste de produccion: C = f(q1,q2). Coninsumos variables: C = p;xy + paxs + CF,donde xy, 25 SON
las cantidades de factores, p1, p» sus preciosy CF el coste fijo.

e Produccion: ¢ = f(z1,z2),la cantidad producida con las cantidades z; y 2, de dos factores.
e Produccion conjunta: z = f(q1,¢2), la cantidad de uninsumo comun necesaria para producir ¢ y go.

e Utilidad: U = f(q1, ¢2), el nivel de satisfaccidn de un consumidor con las cantidades ¢; y g2 de dos
bienes.

Dominio: las variables econdmicas (cantidades, precios) no pueden ser negativas, asi que el dominio

suelerestringirse al primer cuadrante del plano. La grafica queda en el primer octante del espacio (z >

0,y >0,z>0).
N J
,—[ E] Como se llaman sus curvas de nivel } N
Funcion Curvade nivel Qué relne
Ingreso Isoingreso Combinaciones de ventas (g1, ¢2) que dan el mismo
ingreso total.
Coste totalde produccidon Isocoste Combinaciones deinsumos (z1, z2) que implicanel
mismo coste total.
Produccion Isocuanta Combinaciones de factores (z1, z2) que permiten el
mismo nivel de produccion.
Produccion conjunta Curvade transformacion Combinaciones de cantidades producidas (g1, ¢2) con
la misma cantidad de uninsumo comun.
Utilidad Curvadeindiferencia Combinaciones de consumo (g1, g2) que danal
consumidorla misma utilidad.
\_ J
,—[ () Como son las curvas de nivel de utilidad y de produccion } N

1. Las curvas de distintos niveles no se cortan (si se cortaran, un mismo punto tendria dosimagenes).
2. Sondecrecientes.

3. Alaumentar el nivel k, las curvas se alejan del origen.

4. Sonconvexas al origen de coordenadas.
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,—[ = Ejemplo resuelto } .

Hallay representalas curvas de indiferencia de la funcion de utilidad U = ¢, - g paralosnivelesde
utilidad U =5 y U = 10.

7 NOTAS

Las funciones econdmicas de dos variables (demanda, ingreso, coste, produccidn, utilidad) se
estudian en el primer cuadrante. Sus curvas de nivel tienen nombre propio: isoingreso, isocoste,
isocuanta, curva de transformaciony curva de indiferencia.
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Cuadro comparativo - de una variable a dos variables
,—[ E] Qué cambia al pasarde f(z)a f(z,v) } .

Concepto Una variable (T2) Dos variables (T3)

Funcién y = f(x) z = f(z,y)

Entrada unnimerozx € R unpar(z,y) € R?

Dominio subconjunto de R (unién de intervalos) subconjunto de R? (region del plano)

Gréafica curvaen el plano R? superficie en el espacioR?

Reglas deldominio  denominador # 0, radicando > 0, las mismas, aplicadas a A(z, y)

logaritmo > 0

Representacion tabla de valoresy puntos clave cortes conlos ejes, trazas y curvas de nivel

|\ J
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° Para que te sirve en los temas siguientes

,—[ Dénde se usa cada contenido }

Funcion de dos variables

Dominio

Representacion grafica

Curvas de nivel

Aplicaciones econdmicas

T4-T5 - limites y continuidad. Son el objeto de estudio de todos los
temas siguientes. 10 de las 10 preguntas del examen van sobre funciones
devarias variables.

T4 - limites y T5 - continuidad. Antes de calcular un limite en un punto o
estudiarla continuidad hay que saber sila funcién esté definida alli.

T5 - continuidad y T8-T9 - optimizacion. Ayuda a entender el
comportamiento global de lafuncidny alocalizar sus maximos y minimos.

T8-T9 - optimizacion, cony sinrestricciones: ayudan aver donde alcanza
lafuncidén sus valores mas altos y mas bajos.

T8-T9 - optimizacion. Las funciones de produccion, coste y utilidad, con
Sus isocuantas, isocostes y curvas de indiferencia, son los enunciados
habituales de los problemas econémicos.

v EN RESUMEN

Lo que no te puedes olvidar antes de pasar al Tema 4:

e Unafunciéndedosvariables z = f(z,y) se dibujacomo una superficie en el espacio R?; sudominio
es unaregiondel plano R?.

o El dominio se calcula con las mismas tres reglas que en una variable: denominadores # 0,
radicandos (indice par) > 0, argumentos de logaritmo > 0. Si hay varias condiciones, se cumplen
todas alavez(interseccion).

o Para representar una superficie: intersecciones con los tres ejes (anular dos variables) y trazas
sobre los tres planos coordenados (anularunavariable).

e Lascurvasdenivel f(z,y) = krednen los puntos donde la funcién vale lo mismo. Sipara algin k la
ecuacion no tiene solucidnreal, esa curva no existe.

e Eneconomialas curvas de nivel tienen nombre propio: isocuanta (produccion), isocoste (coste) y
curva de indiferencia (utilidad).
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