
APUNTES · TEMA 3
Funciones reales en varias variables reales
Matemáticaspara la Empresa I ·GradoenADE ·UNED · Plan 2026

Quévas a aprender.
Quéesuna funcióndedosvariablesz = f(x, y) (unareglaqueacadapar (x, y) leasignaunnúmeroz).A
calcularsudominio (enelplanoR2) yahaceruna representacióngráficade lasuperficieque la función
dibujaenelespacioR3,consuscurvasdenivel.Ycómoseusatodoestoen las funcioneseconómicas
(producción, coste, utilidad…).

Leeesto antesdeempezar.
Deeste temanohaypreguntasdirectas enel examen. Sin embargo, es labase imprescindiblepara
los temassiguientes (límites, continuidad,derivadasparciales yoptimizaciónenvarias variables). Las
10preguntasdelexamensondefuncionesdevariasvariables:este tema introduce todoel lenguaje.

Mapadel tema
Paraqué sirve cada apartado

# Apartado Lovas a usar sobre todoen…

1 ¿Quéesuna funcióndedos variables? Toda la asignatura (bloques 1−4)

2 Dominiodeuna funcióndedos variables T4 (límites) · T5 (continuidad)

3 RepresentacióngráficaenR3 T5 (continuidad) · T8−T9 (optimización)

4 Curvasdenivel T8−T9 (optimización, con y sin restricciones)

5 Aplicacioneseconómicas T8−T9 (optimización): producción, coste, utilidad

Idea clave. Si una función de una variable se dibuja como una curva en el plano, una función de dos
variablessedibujacomounasuperficieenelespacio.Lascurvasdenivelson loscorteshorizontalesde
esa superficie: lo mismo que las líneas de altura de unmapa topográfico. En economía tienen nombre
propio (isocuantas, isocostes, curvasde indiferencia): estánenel apartado5.
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1 ¿Quées una funcióndedos variables?
Quées

Una función real de dos variables asigna a cada par ordenadode números reales (x, y)de un conjunto
departidaA ⊆ R2 un úniconúmero real z:

f : A −→ R / z = f(x, y)

Comoenunavariable,debencumplirse lascondicionesdeexistencia (todopardeA tiene imagen)yde
unicidadde la imagen.xe y son las variables independientes y z es la variabledependiente.
• Dominio, Df: el conjuntodepartidaA. El conjuntode llegada,R, es elcodominio.
• Conjunto imageno imagen, If: los números realesque son imagendealgúnpar del dominio.
• Formaexplícita: z = f(x, y). Ejemplos: z = x2 + y2, z = 4− x− 2y.
• Forma implícita:F (x, y, z) = 0. Ejemplo:x+ 2y + z − 4 = 0.
R2 esel conjuntode todos losparesordenadosdenúmeros reales:R2 = {(x, y) / x ∈ R, y ∈ R}.

Cómoseve · del plano a la superficie

x

y

y = f(x) ·curvaenel plano

x

y

z

(x, y)

(x, y, f(x, y))

z = f(x, y) · superficieenR3

Cómose trabaja

1. Evaluar f(a, b): sustituyexpor ae y por ben la fórmula.
2. Pasar de implícita a explícita: cuando puedas, despeja z a partir de F (x, y, z) = 0. P. ej., de x + 2y +

z − 4 = 0 seobtiene z = 4− x− 2y.
3. Reconocereltipoparaanticiparsugráfica:z = ax+by+cesunplano;z = x2+y2+cesunparaboloide;

x2 + y2 + z2 = r2 esunaesfera.
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Ejemplo resuelto

Dadalafunción f(x, y) = x2+y2−4 ,calcula f(1, 2) y f(0, 0) .Escribedespuésenformaexplícita
la funcióndefinidapor x + 2y + z − 4 = 0.

NOTAS

ENRESUMEN

Una funcióndedos variables z = f(x, y) asigna acadapar (x, y)desudominioun único número real z.
Puededarse de forma explícita (z = f(x, y)) o implícita (F (x, y, z) = 0). Su gráfica es una superficie en
R3.

www.tuacademiafacil.com 3

https://www.tuacademiafacil.com


Matemáticaspara la Empresa I ·GradoenADE ·UNED · Plan 2026

2 Dominiodeuna funcióndedos variables
Quées

Sinoseindicaotracosa,eldominioDfdeunafuncióndedosvariablesestáformadoportodoslospares
ordenados (x, y) para los que la expresión de la función toma un valor real. Geométricamente es una
región del plano xy, porque cada par (x, y) es un punto del plano. Se aplican lasmismas reglas que en
las funcionesdeuna variable:

Las 3 reglas (iguales queenuna variable)

Si en la fórmula aparece… tienequecumplirse…

undenominador A(x, y)

B(x, y)
B(x, y) ̸= 0 (denominadordistintodecero)

una raíz de índicepar
√
A(x, y) A(x, y) ≥ 0 (radicandononegativo)

un logaritmo lnA(x, y) A(x, y) > 0 (argumentopositivo)

Si hay varias de estas situaciones a la vez, se cumplen todas al mismo tiempo: el dominio es la
intersecciónde todas las condiciones.

Cómoseve · tres dominios

x

y

z =
1

x2 + y2

todoel planomenosel punto (0, 0)

x

y

z =
ln
(
1 − x2

4 − y2

9

)
x y

interior de la elipse, sin los ejes

x

y

z =
ln(25 − x2 − y2)√

y − x2 − 1

dentrodel círculo y sobre laparábola

La líneadiscontinua indicaqueel bordenoperteneceal dominio.
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Cómose trabaja

1. Localiza losdenominadores, raícesde índicepary logaritmos,e impóncadacondición:B ̸= 0,A ≥ 0,
A > 0.

2. Resuelvecadadesigualdadenelplano (x, y): obtendrásuna región limitadaporunacurvaconocida,

como la circunferencia (x− a)2 + (y − b)2 = r2 o la elipse x2

a2
+

y2

b2
= 1.

3. Interseca todas las regiones.
4. Describe el dominio con notación de conjunto y dibuja la región. El borde va con línea continua si

perteneceal dominio (≤,≥) y con líneadiscontinua si nopertenece (<,>, ̸=).

Ejemplo resuelto

Determina y representa gráficamente el dominiode z =
√
−x2 − y2 + 25.

ENRESUMEN

El dominio Df es el conjunto de pares (x, y) para los que la expresión toma un valor real. Tienen que
cumplirse todas las condiciones: denominadores ̸= 0, radicandos (índice par)≥ 0 y argumentos de
logaritmo> 0. Gráficamente, es una regióndel planoxy.
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3 RepresentacióngráficaenR3

Quées

Para representar una función de dos variables se usan tres ejes perpendiculares (x, y, z) que se cortan
en elorigen de coordenadas. A cadapunto del espacio le corresponde una terna ordenada (x, y, z); el
conjunto de todas las ternas es R3. La representación gráfica de z = f(x, y) es la superficie formada
por los puntos (x, y, f(x, y)), con (x, y) en el dominio. Para hacerse una idea de ella se calculan sus
interseccionescon losejes y con losplanoscoordenados:

Intersecciones con los ejes y con losplanos

A · Intersecciones con los ejes coordenados. Se igualan acerodos variables y sedespeja la tercera.
Ejex: y = 0 y z = 0. Eje y:x = 0 y z = 0. Eje z:x = 0e y = 0.

B · Intersecciones con los planos coordenados, llamadas trazas. Se obtienen anulando una de las
variables.

Planoxy: z = 0. Planoxz: y = 0. Plano yz:x = 0.

Cómoseve · los tres ejes y los tres planos coordenados

x

y

z

planoxy

planoyz
planoxz

O

Cómose trabaja

1. Escribe la ecuación de la superficie en la forma F (x, y, z) = 0 (p. ej., x + 2y + z − 4 = 0 para el plano
z = 4− x− 2y).

2. Intersecciones con los ejes: anula dos de las tres variables y despeja la tercera. Obtendrás tres
puntos: (a, 0, 0), (0, b, 0), (0, 0, c).

3. Intersecciones con losplanos coordenados: anulaunade las tres variables.Obtendrás tres curvas,
las trazas (enel casodeunplano, tres rectas).

4. Dibuja los trespuntos y las tres curvasen los ejespara hacerte una ideade la superficie.
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Ejemplo resuelto

Representa lafunción z = f(x, y) definida implícitamentepor laecuación lineal x+2y+z−4 = 0.

NOTAS

ENRESUMEN

Para representar una superficie en R3 calculamos sus intersecciones con los tres ejes (dos
coordenadas nulas) y sus intersecciones con los tres planos coordenados, las trazas (una
coordenada nula). En el caso de un plano Ax + By + Cz + D = 0 se obtienen tres puntos y tres
rectasquedibujanel plano.
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4 Curvasdenivel
Quées

Si cortamos la superficie z = f(x, y) con planos paralelos al plano xy (planos de la forma z = k),
obtenemos unas curvas llamadas secciones planas horizontales. Susproyecciones sobre el plano xy
son lascurvasdenivelde la función.
Lacurvadenivel asociadaal valor k esel conjuntodepuntosdeldominioen losque la función tomaese
valor constante:

Cz=k = {(x, y) ∈ Df / f(x, y) = k}

Esdecir, reúne lospuntosdelplanoxy en losque la funciónalcanza lamismaalturak, como las líneasde
alturadeunmapa topográfico. Permitenestudiar una superficie trabajandosoloenel plano.

Cómoseve · del paraboloide a sus círculos

z = 1

z = 2,25

x

y

z

paraboloide z = x2 + y2

x

y

k = 1

k = 2,25

curvasdenivelx2 + y2 = k

Cómose trabaja

1. Fijaun valor constante z = k.
2. Corta la superficie con ese plano horizontal: resuelve f(x, y) = k. Normalmente obtienes una curva

conocida: una recta, unacircunferencia, unaelipse, unahipérbola…
3. Proyecta lacurvasobreelplanoxy ydibújala.Repiteconotrosvaloresdek yetiquetacadacurvacon

el suyo.
4. Si para algún k la ecuación f(x, y) = k no tiene solución real, esa curvadenivelnoexiste.
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Ejemplo resuelto

Halla y representa las curvasdenivel de la función z = x2 + y2 − 9 para z = 0 , z = 7 y z = 16.

NOTAS

ENRESUMEN

Las curvas de nivel Cz=k son las proyecciones sobre el plano xy de los cortes horizontales de la
superficie z = f(x, y). Para cada k se resuelve la ecuación f(x, y) = k y se dibuja la curva resultante (o
seconcluyequenoexistesi laecuaciónnotienesoluciónreal).Enconjuntoformanunmapadealturas
quedescribe la superficie.
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5 Aplicaciones económicas
Quées · funciones económicasdedos variables

En los fenómenos económicos casi siempre intervienen varios factores a la vez. Las funciones de dos
variablesmáshabituales son:
• Demanda:D1 = f(p1, p2), la cantidaddemandadadeunbiensegúnsuprecio p1 yelprecio p2 deotro
bien relacionado.Con renta:D = f(p, I).

• Ingreso: I = p1q1 + p2q2, el ingreso total al vender las cantidades q1 y q2 dedosbienesa losprecios p1
y p2.

• Coste deproducción:C = f(q1, q2). Con insumos variables:C = p1x1 + p2x2 + CF , donde x1, x2 son
las cantidadesde factores, p1, p2 susprecios yCF el coste fijo.

• Producción: q = f(x1, x2), la cantidadproducidacon las cantidadesx1 yx2 dedos factores.
• Producción conjunta:x = f(q1, q2), la cantidaddeun insumocomúnnecesaria paraproducir q1 y q2.
• Utilidad: U = f(q1, q2), el nivel de satisfacción de un consumidor con las cantidades q1 y q2 de dos
bienes.

Dominio: las variables económicas (cantidades, precios) no pueden ser negativas, así que el dominio
suele restringirsealprimer cuadrantedelplano. Lagráficaquedaenelprimeroctantedel espacio (x ≥
0, y ≥ 0, z ≥ 0).

Cómose llaman sus curvasdenivel

Función Curvadenivel Qué reúne

Ingreso Isoingreso Combinacionesde ventas (q1, q2)quedanelmismo
ingreso total.

Coste total deproducción Isocoste Combinacionesde insumos (x1, x2)que implicanel
mismocoste total.

Producción Isocuanta Combinacionesde factores (x1, x2)quepermitenel
mismonivel deproducción.

Producciónconjunta Curvade transformación Combinacionesdecantidadesproducidas (q1, q2)con
lamismacantidaddeun insumocomún.

Utilidad Curvade indiferencia Combinacionesdeconsumo (q1, q2)quedanal
consumidor lamismautilidad.

Cómoson las curvasdenivel de utilidadydeproducción

1. Las curvasdedistintos nivelesno secortan (si se cortaran, unmismopunto tendría dos imágenes).
2. Sondecrecientes.
3. Al aumentar el nivel k, las curvas se alejandel origen.
4. Sonconvexas al origendecoordenadas.
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Ejemplo resuelto

Hallay representa lascurvasde indiferenciade la funcióndeutilidad U = q1 · q2 para losnivelesde
utilidad U = 5 y U = 10.

NOTAS

ENRESUMEN

Las funciones económicas de dos variables (demanda, ingreso, coste, producción, utilidad) se
estudian en el primer cuadrante. Sus curvas de nivel tienen nombre propio: isoingreso, isocoste,
isocuanta,curvade transformación ycurvade indiferencia.
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Cuadro comparativo · de una variable ados variables
Quécambia al pasar de f(x) a f(x, y)

Concepto Una variable (T2) Dos variables (T3)

Función y = f(x) z = f(x, y)

Entrada unnúmerox ∈ R unpar (x, y) ∈ R2

Dominio subconjuntodeR (uniónde intervalos) subconjuntodeR2 (regióndel plano)

Gráfica curvaenel planoR2 superficieenel espacioR3

Reglasdel dominio denominador ̸= 0, radicando≥ 0,
logaritmo> 0

lasmismas, aplicadas aA(x, y)

Representación tablade valores ypuntosclave cortes con losejes, trazas ycurvasdenivel
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Paraqué te sirve en los temas siguientes
Dónde se usa cadacontenido

Funcióndedos variables T4−T5 · límites y continuidad. Son el objeto de estudio de todos los
temas siguientes. 10de las 10preguntas del examen van sobre funciones
devarias variables.

Dominio T4 · límites y T5 · continuidad. Antes de calcular un límite en un punto o
estudiar la continuidadhayque saber si la funciónestádefinida allí.

Representacióngráfica T5 · continuidad y T8−T9 · optimización. Ayuda a entender el
comportamientoglobalde la funciónya localizar susmáximosymínimos.

Curvasdenivel T8−T9 · optimización, con y sin restricciones: ayudana verdóndealcanza
la función sus valoresmásaltos ymásbajos.

Aplicaciones económicas T8−T9 · optimización. Las funcionesdeproducción, coste y utilidad, con
sus isocuantas, isocostes y curvas de indiferencia, son los enunciados
habitualesde losproblemaseconómicos.

ENRESUMEN

Loqueno tepuedesolvidar antesdepasar al Tema4:
• Unafuncióndedosvariables z = f(x, y)sedibujacomounasuperficieenelespacioR3; sudominio
es una regióndel planoR2.

• El dominio se calcula con las mismas tres reglas que en una variable: denominadores ̸= 0,
radicandos (índice par)≥ 0, argumentos de logaritmo> 0. Si hay varias condiciones, se cumplen
todas a la vez (intersección).

• Para representar una superficie: intersecciones con los tres ejes (anular dos variables) y trazas
sobre los tresplanoscoordenados (anular una variable).

• Las curvas de nivel f(x, y) = k reúnen los puntos donde la función vale lomismo. Si para algún k la
ecuación no tiene solución real, esa curvanoexiste.

• En economía las curvas de nivel tienen nombrepropio: isocuanta (producción), isocoste (coste) y
curvade indiferencia (utilidad).
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