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Qué vas a aprender.

Qué es una funcion y cuales son las funciones basicas que vas a usar en toda la asignatura: lineal,
cuadratica, valor absoluto, exponencial, logaritmica y trigonométricas. También a calcular el dominio
(los valores de z paralos que la funcidn existe) y a usar la regla de Ruffini para factorizar polinomios.

I Lee esto antes de empezar.

De este tema no hay preguntas directas en el examen. Sin embargo, es la base imprescindible
paralos temas siguientes (limites, derivadas, optimizacién e integrales). Sino dominas esta parte, los
demas temas no se entienden.

@ Mapadel tema

/—[ &} Para qué sirve cada apartado ]

J
# Apartado Lo vas ausar sobre todo en...
1 ¢Quéesunafuncion? Todala asignatura
2 Funciénlinealy = mxz +b T4 (limites) - Té (derivadas)
3 Funcidéncuadraticay = az? 4 bz + ¢ T8 (optimizacion) - T10 (integrales)
4 Funcionvalorabsoluto |z| T5 (continuidad)
5 Funcidénexponencial a?, e* T6-T7 (derivadas) - T10 (integrales)
6 Funciénlogaritmicalnz,log, = T6-T7 (derivadas) - T10 (integrales)
7 Funcionestrigonométricassenz,cosz,tgxz  T6-T7(derivadas)- T10 (integrales)
8 Dominio defunciones T4-T5 (limites y continuidad)
9 Método de Ruffini (factorizacion) T4 (indeterminaciones) - T10 (integrales racionales)
_ ldea clave. Una funcién es una regla que convierte un nimero x en otro nimero f(z). Casi todo
lo que estudiaras en los temas siguientes consiste en analizar como se comporta esa regla: donde
esta definida (dominio), hacia donde va (limites), cdmo cambia (derivadas), donde alcanza su maximo
o minimo (optimizacién)y como se acumula (integrales).
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° ¢ Qué es una funcion?

,—' ® Qué es N

Una funcién f de un conjunto A en otro B es unarelacién que cumple dos condiciones:

f:A—B [ y=[f(z)
1. Todo elemento del conjunto de partida A tiene imagen; es decir, el dominio de la funcion es A
(Df = A).
2. Laimagende cadaelemento z € A esUnica: ningun elemento del dominio tiene mas de unaimagen.
El conjunto de los elementos de B que son imagen de algun elemento del dominio es el conjunto
imagen orecorridode f, If.

Lafuncidnesrealsi B C Ry de variable real si su dominio es un conjunto de nimeros reales (A C R). En
ella, z es la variable independiente o argumento e y la variable dependiente.

La grafica de una funcion real de variable real es el conjunto de puntos del plano de coordenadas
(z, f(z)),conz € A.

Para entenderlo: unafuncion es unaregla que convierte cadanumero z (la entrada) en ununico nimero
f(z) (lasalida). Eldominio son las entradas validas; el recorrido, las salidas que se alcanzan.

- J

(—[ ~ Como se ve ] .
Enuna funcion, cadavalorde x tiene unatnicaimagen f(z). Esto se traduce visualmente enlo siguiente:
si trazamos paralelas al eje y, no pueden cortar a la grafica en mas de un punto (silo hicieran, un mismo
x tendria varios y asociados).

/

N

Si es funcion \

NO es funcion

,-[ ® Como se trabaja }

1. Calcular f(a): sustituye la variable = por el valora enla formula de f.

2. Calculareldominio: preguntaenquévaloresde z se puede evaluarlaférmula(consultalastresreglas
del apartado 8).

3. Representar la grafica: construye una tabla de valores (z, f(r))y unelos puntos obtenidos.
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,—[ </ Ejemplo resuelto } <

Sea f(x) = 2x — 3. Calcula f(5) ydeterminaeldominio.

&/ NOTAS

Una funcién asigna a cada z una Unica imagen f(z). El dominio son los x vélidos; el recorrido, los y
alcanzados.
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a Funcionlinealy = mx + b

,—' ® Quées N

La funcidn lineal esta dada porlaféormula

y=mx+b

dondemybsonnumerosrealesllamados pendiente y ordenada al origen, respectivamente. Su grafica
esunarecta.

e Lapendiente eslatangente deldngulo o que formalarectaconeleje z: m = tg a. Mide lainclinacion
delarecta.

o Laordenadaalorigenbeselvalordeycuandox = 0:larectacortaalejeyenelpunto (0, b).

e Sim = 0,queday = b: eslafuncién constante, cuya grafica es unarecta paralela al eje z.
Df =Relf = R(salvosim = 0,encuyo caso If = {b}).

-

/—[ ~ Cémo se ve - segun el signode m }

Yy Yy Y

m > 0 creciente m < 0-decreciente m = 0-constante

,-[ ® Como se trabaja ]

A - Siconoces myb:larectaesdirectamente y = max + b. Para dibujarla, marca el punto (0, b) y aplicala
pendiente: por cada unidad que avanzas en el eje x, subes (0 bajas) m unidades eny.

B - Siconoces dos puntos P, (z1, y1) Y Pa(z2, y2):
1. Calculalapendiente con el cociente de incrementos:

_ Y-
T2 —T1

m

2. Sustituye mylas coordenadas de uno delospuntoseny = mz + by despejab.

C - Puntos de corte conlos ejes:
e Conelejey: evaliaenz = 0.Resultado: (0, b).

. b
e Conelejex:resuelvey = 0. Resultado: z = - (cuandom # 0).
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,—[ </ Ejemplo resuelto } <

Hallala ecuacion de larecta que pasaporlospuntos P;(1, 4) y P»(3, 10).

7 NOTAS

Eny = mz + b, la pendiente m marcalainclinaciony la ordenada al origen b marca el corte con el eje y.
. A . Y
Condos puntos, primerom = A_y y después b por sustitucion.
i
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° Funcion cuadraticay = az? + bz + ¢

f—| # Quées .

La funcidn cuadraticaresponde alaformula

y=ax’+br +c cona #0

Su grafica es una curva llamada parabola. El signo del coeficiente a determina su forma:
e Sia > 0,lafuncion es concava (tiene forma de U) y admite un minimo.
e Sia < 0,lafuncion es convexa (tiene forma de N) y admite un maximo.

El vértice es el punto de la curva donde la funcidn alcanza el minimo o el maximo. Larectaz = z, es el
eje de simetria.

|\ J

/—[ ~ Como se ve } N

Yy
vértice (maximo)

/TN

N2

vértice (minimo)

a>0-abreu

a < 0-abren

,—[ & Cémo se trabaja ] -

Para estudiar una parabola calcula tres elementos:
1. Orientacion: mira el signo de a(abre Usia > 0;abrensia < 0).
2. Vértice V(z,, y,):

A .
Ty = — Yo = f(20) = “Ta con A = b? — 4ac(discriminante)

%7

3. Puntos de corte conlos ejes:
o Conelejey:evaliaenz = 0.Resultado: (0, ¢).
e Coneleje z:resuelve laecuacion az? + bz + ¢ = 0 conlaférmula general

o —b+Vb% — dac
o 2a

Si A > 0, hay dos raices reales distintas (2 cortes); si A = 0, una raiz doble (1 corte: el eje z es
tangente ala pardbola); siA < 0, lasraices son complejas (ningln corte).
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,—[ </ Ejemplo resuelto } N

Estudiala parabola y = =2 — 6x + 5.

7 NOTAS

Una parabolay = axz? + bz + ¢ queda determinada por el signo de a (orientacion), por su vértice
V(—%, f(z,))yporsuscortesconlos ejes. EInimero de cortes conelejez depende del discriminante
A = b* — 4ac.
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° Funcion valor absoluto |z|

/—| 2 Quées -

La funcidn médulo o valor absoluto esta definida por:

z Siz>0
—x Siz <0

f(z) = || :{

Sudominioes Df = Rysuimagenlf = [0, +00).

Elvalorabsoluto deunnumerorealrepresentaladistanciade ese nimeroalorigenenlarectareal;como
mide una distancia, nunca es negativo. Ejemplos: |5| = 5,| — 3] = 3,]0| = 0.

. J/
/—[ ~ Como se ve - formade «V» } -
Yy
X
vértice (0, 0)
y = |z|-siemprey > 0
. J/
,—[ & Coémo se trabaja - expresar sin valor absoluto } ~

Para escribir una expresion con valor absoluto | A(z)| como funcion a trozos:
1. Resuelve laecuacion A(z) = 0. Las soluciones dividenlarectareal en tramos.
2. Encadatramo, analiza el signo de A(x):
e siA(z) > 0eneltramo, entonces |A(z)| = A(z) (se mantieneigual);
e siA(z) < 0eneltramo, entonces |A(z)| = —A(x) (se cambia el signo de toda la expresion).
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,—[ </ Ejemplo resuelto } <

Expresa f(z) = |z — 3| como funcion a trozos.

57 NOTAS

|z| es la distancia al origen; nunca es negativa. Para expresar sin barras una funcion |A(z)|, resuelve
A(z) = 0, estudia el signo de A(z) en cadatramoy escribe la funcién por tramos.
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e Funcion exponencial ¢®

f—| # Quées .

La funcion exponencial es de laforma

y=a" cona >0ya#1
Lavariable x aparece en el exponente, y la base a es una constante positiva distinta de 1. Para cualquier
x € Relvalora® estd definido y es estrictamente positivo.

La exponencial mas utilizada en calculo esla de base e =~ 2,71828 ... (nimero de Euler), es decir, y = e®.
Aparece entodos los temas siguientes: derivadas, integrales, modelos de crecimiento y capitalizacion
continua.

Enamboscasos(a > 1y0 <a < 1):Df =Relf = (0, +00).

- J

/—[ ~ Como se ve - seglinlabase « } -

(0, 1) 0, 1)

a > 1-creciente 0 < a < 1-decreciente

Enlosdoscasos f(0) = 1y f(1) = a, y lafuncion no tiene ceros (nunca corta al eje z). Es asintotica al
semieje negativo de abscisas sia > 1y al semieje positivosi0 < a < 1: seacercaalejezsinllegara
tocarlo (y = 0 es asintota horizontal).

® Como se trabaja - resolver a® = k }

Como a® es siempre positivo, la ecuacion solo tiene soluciénsik > 0. En ese caso:
1. Sik se puede escribircomo una potencia de la mismabase a (k = o), igualalos exponentes: z = p.
2. Encaso contrario, aplicalogaritmos aambos lados y despeja z (ver apartado 6).
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,—[ </ Ejemplo resuelto } <

Resuelve la ecuacion 2= = 32.

7 NOTAS

y = a* estéd definidaentodoRytomavaloresen (0, +c0). Pasapor (0, 1) y nunca es cero ninegativa. Si
a > lescreciente;si0 < a < 1, decreciente. La exponencial de referencia es .
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° Funcion logaritmicalog, =
,—[ 2 Qué es - definicion de logaritmo } .

Dadosa > 0,a # 1yb > 0,se define:

||Ogab=c<:>ac:b

Es decir, el logaritmo enbase a de un nimero positivo b es el exponente c al que debe elevarse labase a
para obtenerb. Ellogaritmo es la operacidninversa de la potenciacion.

La funcidnlogaritmicaesy = log, z,cona > 0y a # 1. Sudominio eimagen son Df = (0, +) elf = R.
e Sia =10,y = logz:logaritmo decimal.
e Sia = e,y = Inz:logaritmo neperiano o natural. Es el mas usado en célculo.

. J

/—[ ~ Comoseve - segunlabaseq ] N

Y Y

/ (1, 0)
T T
oY \

a > 1-creciente 0 < a < 1-decreciente

Enlosdoscasos f(1) =0y f(a) = 1,y lacurvanunca cruza el eje y (z = 0 es asintota vertical): es
asintotica al semieje negativo de ordenadas sia > 1y al semieje positivosi0 < a < 1.Paraz € (0, 1), el
logaritmo es negativo sia > 1y positivosi0 < a < 1.

—

,-[ E Propiedades de los logaritmos

Paraa > 0,a #1,b,c >0yn e R:
log,1=0 log,a=1
log,(b-c) =log,b+log,c log, <IE)> =log,b—log,c
log, (b)) = n log, b al°%.b = p

log,(a*) == log, b= ll:—z (cambio de base)
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,—[ = Ejemplo resuelto } N

Resuelve laecuacion Inz + In(z — 2) = In3.

&/ NOTAS

log,b = cequivale aa® = b. Solo existe el logaritmo de nimeros estrictamente positivos. Las
propiedades transforman productos en sumasy potencias en productos; en cambio, el logaritmo de
una suma no esla suma de los logaritmos. El logaritmo neperiano In es el logaritmo en base e.
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° Funciones trigonomeétricas - senz, cosz, tgx

,—[ # Qué es - circunferencia goniométrica } N

Sea P(z, y) el punto de la circunferencia de centro el origen y radio r correspondiente al angulo «. Las
funciones trigonométricas o circulares asignan a cada numero real las razones trigonométricas del
angulo de esa medida enradianes:

Y

x
sena = =, cosa = —, tga =
T T x

|

(z #0)

Conlacircunferenciaderadiol: senaeslaordenadade P,cosaessuabscisaytga = sena/ cos a.

Radianes. Un radian es el angulo central cuyo arco mide lo mismo que el radio: 2r rad = 360° Y ;a9 =
Tgrados - 7/ 180. En esta asignaturalos angulos se miden siempre enradianes.

- J

,—[ ~ Como se ve } N

y=1gz
. J/
,-[ E] Identidad fundamental y valores notables } <
Identidad fundamental de la trigonometria:
| sena +cos?a =1
Valores enlos angulos que mas se repiten:
e ™ ™ Y
rad - - - =
a(rad) | 0 - \;1_ \}_ 5 7
1 2 3
Sena 0 \?— ? 7 1 0
3 2 1
cosa |1 — — = 0 -1
\% 2 2
tga |0 5 1 3 3 0
|\ J
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,—[ </ Ejemplo resuelto } <

.- 1 .
Resuelve la ecuacion senx = > enelintervalo [0, 27).

7 NOTAS

Unafuncion es periédica, de periodo T, si f(z + T) = f(z) paratodox.senzy cosztienenDf = R, If =
[-1, 1]y periodoT = 2x.Laidentidad fundamental sen? a +cos? a = 1 eslarelacion clave. Trabajamos
siempre enradianes.
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° Dominio de funciones

/—| 2 Quées .

El dominio Df de una funcion real de variable real dada por una formulay = f(x) es el subconjunto de
numeros reales mas amplio posible para el cual la expresion f(z) tiene sentido y toma valores reales.

Para determinarlo se analizan las restricciones que impone la propia expresion:
e losdenominadores no puedenseriguales acero;
 elradicando de unaraiz deindice par no puede sernegativo;
e elargumento de unlogaritmo debe ser estrictamente positivo;
« lasrestricciones propias de las funciones trigonomeétricas u otras (por ejemplo, tg z no existe donde

cosz =0).
|\ J
,—[ () Cémo se trabaja - las tres reglas J ~
Sien f(x) aparece.. tiene que cumplirse.. ejemplo
. Az) 1
unafraccion B B(z) #0 ——3'% #2
unaraiz /A(z) (indicepar) A(x) >0 Ve+liz> -1
unlogaritmoln A(z) A(z) >0 In(z —5):x>5

Si en la expresion concurren varias de estas condiciones, el dominio es su interseccion: tienen que
cumplirse todas simultaneamente. Para resolver inecuaciones polindmicas del tipo A(xz) > 0 se utiliza
la tabla de signos.

(& J/

,-[ </ Ejemplo resuelto ] N
Calculaeldominiode f(x) = Va2 — 4.

. J/
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Para calcular el dominio imponemos: denominadores distintos de cero, radicandos (indice par)
mayores o iguales que cero y argumentos de logaritmos estrictamente positivos. Si concurren
varias condiciones, el dominio es su interseccion.

° Método de Ruffini

,—| ® Quées } .

Laregla de Ruffini permite calcular de formarapidala division de un polinomio P(z) entre un binomio de
laforma (z+a). Daelcociente C(z)yelresto R, que cumplen P(z) = (z+a)-C(z)+ R,y eslaherramienta
habitual para factorizar polinomios y buscar sus raices.

Recordatorio: una funcion polindmica de grado n es de laforma
Y=ant" +an_12" '+ +arz + ag cona, #0

Susraices o ceros son los valores de z que verifican P(z) = 0.

- J

,—[ E] Teorema del resto ] N

Dadounpolinomio P(z),suvalornumérico paraz = —aesigual alrestodeladivisionde P(z)entre (z+a):

R = P(—a)
Enparticular, P(—a) = 0 < (z + a) esunfactorde P(x). Dicho conlaraiz: r esraizde P(z) < (z — r)
esunfactor.

Consecuencia practica: para localizar raices enteras de P(x) con coeficientes enteros, basta con
probar los divisores del término independiente aq (los candidatos son &1, £2, ... dividiendo ag).

,—[ & Cémo se trabaja la regla de Ruffini } -

Para dividir P(z) entre (z + a):
1. Escribe enuna fila los coeficientes de P(z) ordenados por grado decreciente. Si falta algun grado
intermedio, colocaunO.

2. Alaizquierda, enunacolumna separada, escribe —a: el término independiente del divisor cambiado
de signo (es el nimero que anula el divisor z + a).

3. Bajael primer coeficiente tal como esta.

4. Multiplica el nimero bajado por —a, suma el resultado al siguiente coeficiente de P(z) y escribe la
suma debajo. Repite hastallegar al Ultimo coeficiente.

5. Eldltimo nimero obtenido es el resto R. Si R = 0, entonces —a es raizy puedes factorizar P(z) =
(x +a)-C(x).
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J

coeficiente es 0.

PulsaMENU

% g b g A g BB g

1:Calculate

ST0 | ENG

Coeficiente a
pulsaly =

CASsIO

=
SRR o
+

Yaestan los cuatro.
Pulsa = para resolver

> @
axBHREHCR

Bajacon ¥ hastaelicono A
ypulsa =

CASIO

:Simul Equation
2:Polynomial

Uit g A\ f B8 o
B 5 4oog
Equation/Func

ewsE on

Pulsa 2 paraentrar

enPolynomial

Coeficiente b
pulsa(-)2y=

=
axsshzecied
Yo

OPTN| CALC

Primeraraiz. , = -2
Pulsa = paraverlasiguiente

CAsIO

=2
alabdrxtd=0
2= ==

EN

Coeficientec
pulsa(-)5y=

B

2+ I

0

eIV ON

Segundaraiz:x; =3
Pulsa =

paraverlasiguiente

actxlox+d=0

8
5
2

6
3
o 10"
b

Lacalculadoradalastresraices:z; = —2, 29 = 3y z3 = 1.

La calculadora Casio Classwiz (fx-570/991) calcula directamente las raices de un polinomio de grado 2,
304 conlafuncion Polynomial:

MENU — A: Equation/Func — 2: Polynomial — grado — coeficientes — =
Los coeficientes se escriben por grado decreciente, cada uno seguido de =; si falta algun grado, su

Ejemplo: raices de 2% — 222 — 52 + 6. Los coeficientes sona = 1,b = —2,c = -5y d = 6. El circulo verde
marca la tecla que se pulsa en cada pantalla.

polinomio de grado 3

Polynomial
Degree?

Select 2~4

Pulsa 3:

Coeficiented:

=3
axsehxzscied

—)

STO  ENG

OPTN| CALC

pulsaéy=
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,—[ </ Ejemplo resuelto } <

Factoriza el polinomio P(z) = 3 — 7z + 6 y calcula susraices.

7 NOTAS
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,-[ ELas raices del ejemplo conla calculadora ] -

Calculamos las raices de P(z) = 23 — 7z + 6. Sus coeficientes sona = 1,b = 0(no hay término en z2),
¢ = —7yd = 6. El circulo verde marca la tecla que se pulsa en cada pantalla.

Bajacon ¥ hastaelicono A Pulsa 2 paraentrar Pulsa 3:
PulsaMENU ypulsa = enPolynomial polinomio de grado 3

1:Simul Equation Polynomial
M L Aﬁﬂd 2:Polynomial Degree?

A:Equation/Func Select 2~4

Coeficiente a: Coeficiente b:no hay, es O Coeficientec: Coeficiented:
pulsaly= pulsaOy = pulsa(-)7y= pulsaéy =
) ASIO
& 0 0 3 0 2 i
axsshened axdstecxs axdetmeTd
as [ 130+ DG+ 130+ st T
= + 0
0
OPTN. CALC op
= =
0 &0
741819
4Q15]6 )
1 2 3+ s
Al
x10% 0 f « §x0°f Ans f{ =
— —
Yaestdnlos cuatro. Primeraraiz. x; = -3 Segundaraiz: x; =2
Pulsa = para resolver Pulsa = para ver la siguiente Pulsa = paraverlasiguiente

& 0 ‘ ]
alsdrcxrd=0 Blsdrexrd=0
x=

J

N
Ruffini divide P(z) entre (z + a) répidamente. Si el resto es 0, hemos encontrado una raizy podemos
factorizar el polinomio. Para buscar raices enteras, pruebo los divisores del término independiente.

J
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Cuadro comparativo - las funciones elementales

il
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,—[ [£] Un vistazo a todas ]

Logaritmica =log, =

Coseno y = COST

Seno y=senx % R
] ( ; 27

)
Funcién Férmula Grafica Dominio Puntosclave
Lineal y=mx+b S R cortaejeyenb; pendientem
Cuadratica y=az’+br+c Lé R vérticeenz, = —%
Valor absoluto y = |z LH R y > 0; formade «V»
Exponencial y=a" 4% R y > 0; pasapor (0, 1)

pasapor (1, 0)

—1 <y < 1;periodo 2w

—1 <y < 1;periodo 2w
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° Para que te sirve en los temas siguientes

,—[ Dénde se usa cada contenido } N

Dominio T4-T5 - limites y continuidad. Antes de calcular un limite en un punto hay
gque saber silafuncién esta definida alli.

Lineal y cuadratica T4 (limites) y T8 (optimizacion). Las rectas tangentes y las parabolas
aparecen al linealizary al estudiar maximos y minimos locales.

Valor absoluto T5 - continuidad. Las funciones con | - | son el ejemplo clasico de funcidn
continua pero no derivable (en el vértice).

Exponencialy logaritmica T6-T7 - derivadas: aparecen en casitodos los enunciados (e*”, In(1 +z)...).
T10 - integrales.

Trigonométricas Se usan poco. T4 - limites: en alguno importa que senxz y cosz estan
siempre entre —1y 1. T6-T7 - derivadas: reglasde senzy cosz.

Ruffini y factorizacion T4 - indeterminaciones de la forma % al factorizar numerador y
denominador. T10 - integrales de funciones racionales, donde hay
que descomponer en fracciones simples y para eso hay que factorizar el

denominador.

v EN RESUMEN N

Lo que no te puedes olvidar antes de pasar al Tema 3:

e Calcular dominios: denominadores # 0, radicandos (indice par) > 0, argumentos de logaritmos
> 0. Sihay varias condiciones, todas alavez. Eslo que masvas ausar: enel Tema 3 se hace igual con
funciones de dos variables.

o Factorizar polinomios: féormula de la ecuacion de segundo grado, Ruffiniy teorema del resto. Las
raices enteras se buscan entre los divisores del término independiente.

o Exponencialesylogaritmos: ¢* es siempre positivay In z solo existe siz > 0.log(ab) = loga + logb
ylog(b™) = nlogb(nuncalog(a + b) = loga + log ).

» Trigonometria: basta con recordar que senz y cos z estan siempre entre —1y 1, y la identidad
sen?a +cos?a = 1.
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