APUNTES - TEMA 1. PRELIMINARES
Polinomios ,f/ﬂ
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Qué vas a aprender.

A operar con polinomios, a usar las igualdades notables, a hallar las raices de un polinomio de
segundo grado y de grado superior con la regla de Ruffini, a factorizary a descomponerun cociente
en fracciones simples.

I Lee esto antes de empezar.

De este tema no hay preguntas directas en el examen. Sin embargo, es la base imprescindible para
resolverlas que sientran.

@ Mapa del bloque

PN

/-[ & Para qué sirve cada apartado ]

)
# Apartado Lo vas ausar sobre todo en...
1 Polinomiosy operaciones todoslostemas
2 Igualdadesnotables T4y T5 (limites dobles)
3 Polinomios de segundo grado T8y T9 (optimizacion)
4 Divisién, Ruffiniy teorema del resto T4 (limites 2)
5 Grado superior - factorizacion T4 -T10O (integrales)
6 Fraccionesalgebraicas T4 (simplificar)
7  Fracciones simples TI0y T11 (integrales)
. ldea clave. Casi todo en este bloque es factorizar: escribir un polinomio como producto. Con el
polinomio factorizado se simplifican los limites, se resuelven las ecuacionesy se integranlos cocientes.
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° Polinomios y operaciones

f—| # Quées .

Un polinomio es una expresion algebraica de la forma:

P,(x) = ana™ + 12" L+ + a1z + ag

nesunnumero naturalqueindicaelgrado;a,, ..., a;, ag sonnimerosreales denominados coeficientes;
a, s el coeficiente principaly o, el término independiente.

e Suma: se sumanlos coeficientes de los términos del mismo grado.

e Producto: se multiplica cada término del primero por cada término del segundo y se agrupan los
términos del mismo grado.

. J

,-[ < Ejemplo resuelto }

Obténlasumade P(z) =z?+x+2 y Q(x) = 2z3 + 2z + 5.

Paso1: escribo la suma de los dos polinomios, cada uno en su paréntesis:
(P+Q)(z) = (2® + 2 +2) + (22 + 22 + 5)

Paso 2 - quito los paréntesis y coloco los términos de mayor a menor grado, con los del mismo grado
juntos:

=203+ 2+ +22+ 245
——
grado]1 grado O

Paso 3 - sumolos términos delmismogrado:z +2x =32y 2+ 5= 7.

=222+ 22 +3z+7
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,—[ = Ejemplo resuelto }

Obténelproductode P(z) =z2+z+2 y Q(z) = 2z3 + 2z + 5.

Paso 1 escribo el producto de los dos polinomios:
(P-Q)(x) = (2?+ 2 +2)- (22° + 224 5)

Paso 2 - multiplico cada término del primero por cada término del segundo. Son 3 - 3 = 9 productos:

=22 228 + 22 20 +2%-5
+z-2%3 4220425
+2.20342-204+2-5

Paso 3 - hago cada producto: se multiplicanlos nimerosy se suman los exponentes de z.
= 2% 4+ 22° + 52% + 22* + 227 + 5z + 42® + 42 + 10

Paso 4 - ordeno de mayor a menor grado y sumo los términos del mismo grado:

=254 20  + 24+ D)+ (5+2) 22 +(5+4)x+10

=| 24° 4 22" +62° + 72? + 92 + 10 |

Solo se pueden sumar términos del mismo grado. Al multiplicar, los exponentes se suman.
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6 Igualdades notables
/—| # Quées -
Son operaciones con binomios que se emplean con mucha frecuenciay conviene memorizar:
Cuadrado delasuma (a+b)% = a® + 2ab+ b2
Cuadrado deladiferencia (a —b)? = a® — 2ab + b>
Suma por diferencia (a+b)(a—>b)=a%—b2
Diferencia de cubos a® — b3 = (a —b) (a* + ab + b?)
Suma de cubos a® +b% = (a+0b)(a® — ab + b?)
Deizquierda a derecha sirven para desarrollar; de derecha a izquierda, para factorizar.
. J
,-[ < Ejemplo resuelto ] N

Desarrolla (x + 5)2.

Paso1-eselcuadradodeunasuma,cona=xyb=>5:

(x+5)?%=2>4+2-2-5+5> = |22 + 102+ 25

,-[ < Ejemplo resuelto } N

Factoriza x2 — 25.

Paso 1. z? — 25 = 22 — 5% esuna diferencia de cuadrados: suma por diferencia.

22 —25=(z+5)(z—5)
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,—[ </ Ejemplo resuelto }

Factoriza «3 — 8.

Paso1 2® — 8 = 2% — 23 esunadiferencia de cubos,cona =2y b = 2:

23 —8=(x—2)(2? + 2z +4)

Paso 2 - compruebo multiplicando los dos paréntesis: tiene que salir la expresioninicial.

(x—2) (2 +20+4) =2+ 222 + 42— 20* — 4o -8 =2° -8

El cuadrado de una sumatiene tres términos: no olvides el doble producto 2ab.
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e Polinomios de segundo grado

,—' # Raices -

Lasraices de P(z) = az? + bx + csonlas soluciones de az? + bz + ¢ = 0:

. —b+ Vb2 — dac
B 2a

Elnimero de raices depende del discriminante A = b? — 4ac:
e A > 0:dosraicesreales distintas.

e A = 0:unaraizrealdoble.

e A < 0:ningunaraizreal.

. J/

/-[ ® Factorizacion J ~

Siz1 y zo sOnlasraices, el polinomio se escribe como producto:

ar? +br+c=a(r—x1)(x — 29)

e Laaeslamisma a del polinomio: el nimero que multiplica a z2. Hace falta porque (z — 1) (z — x2)
empieza siempre por z2, y el polinomio empieza por az?. Sia = 1, no se escribe.

o Cadaraizentra con el signo cambiado.

,-[ < Ejemplo resuelto ]

Hallalasraicesde 2 + xz — 2.

Paso1:lasraices sonlosvalores que anulan el polinomio. Lo igualo a cero:
2 _
z+x—2=0

Paso 2 aplicolaférmulacona =1,b=1yc= —2:

Tr =

—1+/12-4-1-(-2) —1£I+8 —1+3
2.1 - 2 2

Paso 3 - separolos dos signos:

—1- ~1
3_ vy L3
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,—[ fLasraicesde 22 + = — 2 conla calculadora }

Bajacon ¥ hastaelicono A Pulsa 2 paraentrar Pulsa2:
PulsaMENU ypulsa= enPolynomial polinomio de grado 2

o cAsIO

1:Simul Equation Polynomial )
2:Polynomial Degree?
Select 2~4

E
ujjullo
o
X
)}

Coeficiente a:
pulsaly =

1 3]+
0} « Jx0°fAns | =
Coeficienteb: Coeficientec: Yaestanlos tres. Primeraraiz: x; = 1
pulsaly = pulsa(-) 2y = Pulsa = para resolver Pulsa = paraver lasiguiente

OPTN| CALC

J

,-[ < Ejemplo resuelto } -

Factoriza =2 4+ x — 2.

Paso1-igualo aceroy aplicolaférmula para hallarlas raices:

—1+v14+8 —-1+£3
P+r—-2=0= z= 5 + = 5 = r1=-2, x2=1
Paso 2 - el nimero que multiplicaaz? esa = 1. Escriboa (z — x1) (z — z2):
1 (@ (-2)(@-1) = |2 +2-2=(2+2)(z—1)

|\
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,—[ < Ejemplo resuelto }

Factoriza 222 4 2z — 4.

Paso1-igualoaceroyaplicolaférmulacona =2,b =2yc= —4:

202 +20 —4=0 = z =

—24+/22-4.2-(—4) -2+1+32 -2+6
2.9 - 4 T4

Paso 2 - separolos dos signos:

26 ~2+6

:—2 To = 4 ].

Paso 3 - el nimero que multiplicaaz? esa = 2. Escriboa (z — x1) (z — z2), sinolvidar el 2 delante:

202 + 20 —4=2(x+2) (x —1)

Paso 4 compruebo:2 (z +2) (x — 1) = 2 (2? + z — 2) = 22% + 2z — 4.

Para hallarlas raices, seigualaaceroy se aplicalaférmula. Conellas, az? + bx + ¢ = a (v — x1) (z — z2),
donde a es el nUmero que multiplica a 2.
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° Division, regla de Ruffini y teorema del resto
,-[ ® Regla de Ruffini } -

Laregla de Ruffini es unaformarapida de dividirun polinomio entre unbinomiodelaformaz —aoz +a.

1. Se ordenan los términos de forma decreciente y se escriben los coeficientes, poniendo 0 en los
términos que falten.

2. Alaizquierda se colocaa(para dividirentre z — a) 0 —a (para dividirentre x + a).

3. Se baja el primer coeficiente, se multiplica por el nimero de la izquierda y se coloca debajo del
siguiente. Se sumay serepite.

Elultimo numero es elresto; los anteriores sonlos coeficientes del cociente, que tiene ungrado menos.

. J/

,—[  Teorema del resto } .

El resto de dividir P(z) entre (z — a) es igual al valor numérico del polinomio enz = a, es decir, P(a). Si
P(a) = 0,entonces a esraizy la divisidon es exacta.

|\ J/
,-[ = Ejemplo resuelto } -
Divide P(x) = 2 + = — 6 entre = — 3 porlareglade Ruffini.
Paso 1. coeficientes 1,1, —6. Alaizquierda, a = 3:
1 1 -6
3 3 12
1 4 6
Paso 2 - cocientez + 4yresto6:
22 4+x—6 6
R T
- J
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,—[ </ Ejemplo resuelto }

Halla, sin hacer la division, el resto de dividir P(z) = z?> + = — 6 entre = — 3.

Paso 1 porelteoremadelresto, el resto de dividirentre (z — 3) es el valor del polinomioenz = 3.
Paso 2 - sustituyo:

P(3)=3*+3-6 = [6]
Es el mismo resto que salié con Ruffini.

Ruffini divide entre (z — a) poniendo a alaizquierda. Elresto es P(a).
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e Polinomios de grado superior - factorizacion

/—| 2 Quées .

Factorizar un polinomio es escribirlo como producto de factores mas sencillos.
e Unpolinomio de grado n puede tener, como maximo, n raices reales.
« Lasraices enteras, si existen, se encuentran entre los divisores del término independiente.

e Cadaraizadaunfactor(z — a).

. J

,—[ & Cémo se trabaja ] -

1. Sinohay término independiente, saca factor comun z.

2. Pruebalosdivisores del término independiente hasta encontrar unaraiz.
3. Divide porRuffinientre (z — a): el cociente tiene un grado menos.

4. Repite conelcociente. Cuando sea de grado 2, usala férmula.

,_[ = Ejemplo resuelto ] N

Factoriza P(z) = 3 — 222 — z + 2.

Paso 1 las posibles raices son los divisores de 2: —2, —1, 1y 2. Pruebo con 1y sigo con —1 enla misma
tabla:

1 -2 -1 2
1 1 -1 =2
1 -1 =2 o
=1 -1 2
1 -2

Paso 2 -raices 1y —1; quedaelcociente z — 2, que dalaraiz2:

-2 —x+2=(z—-1)(z+1)(z—2)
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,—[ fLasraicesde z* — 222 — 2 + 2 conla calculadora ] N
Bajacon ¥ hastaelicono A Pulsa 2 paraentrar
Pulsa MENU ypulsa = enPolynomial
g it 4151y YTV e T
B g il g A g B !
1:Calculate
§ Vp— pr——
Coeficiente a: Coeficiente b: Coeficientec:
pulsaly = pulsa(-) 2y = pulsa(-)1y =
> @ o 8 > @ g
axsrbzcund @t aeHbEacrd
—c 1304] - 2 EEEE
+ 0
0P| caLc
Ya estan los cuatro Primera raiz. ;= -1 Segundaraiz:x, = 2
Pulsa = para resolver Pulsa = paraver lasiguiente Pulsa = para ver la siguiente
J

Lasraices enteras estan entre los divisores del término independiente. Cadaraiza daun factor (z —a).
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° Fracciones algebraicas

/—| # Quées -

P(x)

Una fraccion algebraica es un cociente de polinomios, ——%. Se opera con ella igual que con las

Q(x)

fracciones de nimeros.
o Simplificar; se factorizan numeradory denominadory se cancelan los factores comunes.
e Sumar: se reduce a denominadorcomun.

. o 2
! Cuidado. Solo se cancelan factores (lo que multiplica a todo), nunca sumandos: en x_il no se
X
puedentacharlasz.

. J

/_[ </ Ejemplo resuelto } Ny

x2 —4

Simplifi .
implifica P S—

Paso 1 factorizo el numerador, que es una diferencia de cuadrados:

22 —4=(z+2)(z—2)

1++v1+48
2

Paso 2 - factorizo el denominador. Sus raices sonx = ,esdecir, 2y —1:
22— —-2=(x—2)(x+1)

Paso 3 - cancelo el factorcomun (z — 2):

2 —4 (z+2)(x—2) x4+ 2
22—z—-2 (z—2)(z+1) x+1

Para simplificar, primero factorizar. Es justo lo que se hace pararesolverunlimite 2.
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° Descomposicion en suma de fracciones simples

/—| # Quées -

P(z)

Consiste en escribir una fraccién ——~ como suma de otras mas simples. Para ello se factoriza el

Q(x)

denominador. Segun sus raices:
Caso 1. Q(x) tieneraices reales distintas. Cada factor da una fraccion:

P(l‘) A]_ AQ

(z—a1)(x—a2) x—a1 x—as
Caso 2. Q(z) tiene unaraizreal que se repite. Da una fraccion por cada potencia:

P(ZZ?) o A1 + A2

(x—a)®? xz—a (z—a)?

Sihay unfactor de segundo grado sinraices reales, su fracciénlleva arriba Mz + N.

(. J/

,-[ = Ejemplo resuelto } -
x+1

xr

Descompén en fracciones simples

Paso 1 factorizo el denominadory planteo una fraccién por factor:

3z +1 A B A(x+1)+B(z—-1)

@-D@+D) 72-1 241  @-D@+D

Paso 2 igualolosnumeradores:3z +1=A(z+1)+B(x—1) =(A+ B)z + (A — B).

Paso 3 - igualo los coeficientes del mismo grado y resuelvo el sistema:

3=A+B _ _
1:A—B}=>A_2’ B=1
3z +1 2 1
2 = +
x?—1 r—1 x+1
. J

Factorizar el denominador, una fraccién por factor, igualar numeradores. Es el paso previo para
integrar cocientes de polinomios.
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,—[- [£] Como factorizar un polinomio - preglintate esto, en este orden }

N

o i Factor comin
¢Todoslos términos llevan z? L) g -
z° — 4z =z (z* —4)
J
lno, oyalohehecho
N
si Igualdad notable
;Resta de cuadrados o de cubos? |——»
é ¢ z? —25=(x+5)(z—5)
J
lno, oyalohehecho
N
si Férmulaya (z — z1) (z — z2)
,Es de grado 2?7 —
é ¢ 9 ?4+z-2=(z+2)(x-1)
J
lno, oyalohehecho
N
, si Divisores del término independiente y Ruffini
;Es de grado 3 0 mas? —
é ¢ 9 22 =22 —x+2=(x—1)(z+1)(z—2)
J
|\ J
s N A
El cuadrado de una suma Ruffiniy elresto Solo se cancelan factores
a b i
1 1 -6 Si: lo que multiplica a todo.
a| g2 ab 3 P (@+2)(x—2) _a+2
|1 4 6 (x—2)(z+1) z+1
b ab b2 e d|\l/|d|r.entre (@ =3), No: lo que estd sumando.
alaizquierdava 3.
o ., A T+ 2 ” 2
(a+b)? = a® + 2ab + b? Eldltimo nur?ero eselresto: r i1 1
A (a+b)? #a 1+ P@)=3"+3-6=6
Sielrestoes0, esraiz.
\ J U
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