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BLOQUE 4 — DERIVADAS PARCIALES

4.1. QUE CAMBIA AL DERIVAR RESPECTO A UNA VARIABLE

Hasta ahora todas las funciones dependian de una sola variable, x. Pero muchas funciones
reales dependen de dos (o mas) — por ejemplo, unas ventas que dependen a la vez del precio
y de la inversion en publicidad. Cuando eso pasa, ya no existe «la» derivada: existen varias
derivadas parciales, una por cada variable.

La idea es sencillisima: para derivar respecto a x, tratas y como si fuera un nimero cualquiera
— una constante, como el 5 o0 el 3. Y al revés: para derivar respecto a y, tratas x como
constante. El resto es exactamente lo que ya sabes de los Bloques 2 y 3.

«Congelamos» y «Congelamos» x
f(x,y) = x2 + y2 = x A f(x,y)=x2+y2=_A_\.s&7—
b o] =2 o e =2y
Derivamos respecto a x: Derivamos respecto a y:

Para cada derivada parcial, «congelas» la otra variable como si fuera un numero.

Primer ejemplo, paso a paso
Deriva f(x,y) = x? + y?

Para of/ox: tratamos y? como una constante (como si fuera el nimero 7). La derivada de x? es
2x, y la derivada de una constante es 0.

éﬁ_ = fy = 2x
SX

Para of/dy: ahora tratamos x* como la constante. La derivada de y? es 2y.

fy =2y

2B -
Sy

v Fijate: cada derivada parcial se calcula exactamente como en el Bloque 2 — solo que

la otra letra desaparece del resultado por ser «constante» (su derivada es 0), salvo que las
dos variables estén mezcladas en el mismo término (eso lo veremos enseguida).
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4.2. NOTACION

Notacion Se lee / se usa cuando...

af «derivada parcial de f respecto a x» — la mas habitual
0x

of «derivada parcial de f respecto a y»

dy

fx forma abreviada de df/dx

fy forma abreviada de df/dy

!\ El simbolo d no es una "d"

Es una letra distinta (se llama «d parcial» o «della») y avisa de que hay mas de una variable
en juego. Cuando veas d en vez de d, ya sabes que toca «congelar» la otra variable.

4.3. PROGRESION DE EJEMPLOS

Cuando x e y aparecen juntas en el mismo término

El caso anterior era facil porque cada término tenia solo una variable. Pero 4 qué pasa con un
término como x2?y*, donde estan las dos mezcladas? La respuesta es la misma idea de
siempre: la variable que no tocas actua como coeficiente constante.

Ejemplo 1. f(x,y) =@2y°

gx = '33.0‘2)( = &X‘f’

\g‘& = 7{1. Egtﬁl =3 XTL—EJZ-

oflox = f,
afley = f,

2xy3
3x2y2

v Para of/ox: y® actua como un numero que multiplica a x? — se deriva x* normalmente

(2x) y se deja y?igual: 2xy> Para of/dy: x? actua como el numero que multiplica a y* — se
deriva y*® normalmente (3y? y se deja x? igual: 3x?y2.
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Con evaluacién en un punto

En examen es habitual que, ademas de las derivadas parciales, os pidan su valor en un punto
concreto Py=(Xq,Yo). Para evaluar en un punto, primero derivas, luego sustituyes.

Ejemplo 2. f(x)) = 2x — y2 + 5 enP,=(1,-1) CaRealow Arniecloy gmecialag

2 —> Jc(4,-4)=2

$x

S‘Q: ~Yy —> Sy (4, - = -2-8r==2

i

oflox= f, = 2
oflay = f, = —2y

EnPo=(1,-1): fi(1L—1) =2 f,(1,—1) = —2-(-1) = 2

Combinada con exponencial (regla de la cadena parcial)

La regla de la cadena del Bloque 3 también se aplica aqui — solo que, al derivar el exponente,
hay que recordar cual de las dos letras es la que se esta tratando como variable en cada caso.

Ejemplo 3. f(x,y) = 3x592 — 5 + 4e* =Y

Y 7__
“g)( :3‘\,)7-Sx4_|6,/1_ +4 ,ex _9,2,5( =/{SX*UL—‘J —L-YX@X T
g < 4635"—-3_
§«a=3>x3°2.3 -x-1+4e " (Hoexy-X -

oflox = f,
afley = f,

15x*y2 — y + 8x-e* "Y
6x%y — x — 4-e*X" 7Y

I. El exponente x2-y también hay que derivarlo dos veces

Al derivar 4e*™) respecto a x, la derivada del exponente (x>-y) respecto a x es 2x — por
eso aparece el «8x» (4-2x). Respecto a y, la derivada del exponente es -1 — por eso
aparece el signo menos delante del ultimo término.
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4.4. EJERCICIOS PARA PRACTICAR

Nivel 1 — Términos separados (cada uno con una sola variable)

Ejercicio 1. f(x,y) = x® + y?

oflox = f, = 3x?
ofloy = f, = 2y

Ejercicio 2. f(x,y) = x2 =3y + 7

’g)( = 2X

§9=-3
doflox = f, = 2x
ofloy = f, = -3

Ejercicio 3. f(x,y) = 4x — y3

Sx =4
3!3:—332

aflox = f,
aflay = f,

4

2
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Nivel 2 — x e y mezcladas en el mismo término

Ejercicio 4. f(x,y) = x%y

gx:'a-;l,x = QX‘a_
&'Q: XZ

oflox = f,
afly = f,

2xy
x2

Ejercicio 5. f(x,y) = xy3

Jx =P

— [
89=x3y
oflox = f, = y3
ofloy = f, = 3xy?

Ejercicio 6. f(x,y) = 5x3y?

/SX = Slol‘ 23)(1' = AS leL
3 3
53: Sx 23 = AD X oY

aflox = f,
aflay = f,

15x2y?
10x3y
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Nivel 3 — Con exponencial o logaritmo

Ejercicio 7. f(x,y) = e**Y

X+
'Sx G,X-H}. A = & *

éa:Ck*% -4 = @x*v

oflox = f, = ex*
ofldy = f, = e**”

Ejercicio 8. f(x,y) = e®

X4 _ &
)S,a_:@ X1 = XE

oflox= f, = y-e*
ofloy = f, = x-e*

Ejercicio 9. f(x,y) = In(x + y)

{Sx= 1 - 4

(t

X4y X <9
§g= g 1= f
%
af/ax=fx=$ ‘a T
oy = f, = -
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Nivel 4 — Mezcla completa, evaluada en un punto

Ejercicio 10. f(x,y) = x%?y — 2xy? + 5 enP,=(2, 1)

4 =

A— (v
3)(;'3;2.»(-—25‘.4 :Zklj—z‘az S)QG?;AB::JZ-Q-’(—J-’I‘L

2
2 2 =2 —4-2-1=
£o=x%4 - 2x2y = x*_4x £ (2=
b‘) 2% L& 'a = 4 -¥= —-Aﬁ
olox = f,
ofloy = £,

2xy — 2y?
x? — 4xy

EnPo=(2,1): f,(21) = 4-2=2 f,(21) =4-8=—4

Ejercicio 11. f(x,y) = 5x?y + 10xy® — 2x2 + 5y enP,=(1,1)

£x = Sy y dogd 4 —22x = 10xy A A 4
Rx (A, 4y = A0 A A+ A0 A3 -4 4 = 4o+ 4o —-4=16

£a(4,4) =284 264 . A2+S = S+ +S =<0

oflox= f, = 10xy + 10y3 — 4x
ofloy = f, = 5x* + 30xy* + 5

EnPo=(1,1): £i(1,1) = 16 f,(11) = 40
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