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1.1 Introduccion

1.1.1 Conjuntos, operaciones con conjuntos y correspondencias
1.1 Nocioén de conjunto

.2 Inclusién

.3 Operaciones con conjuntos

.4 Propiedad conmutativa

1.1
1.1
1.1
1.1
1.1.1.5 Producto cartesiano de conjuntos

A
A
A
A

1.1.2 Leyes de composicion. Estructuras
1.1.2.1 Ley de composicién interna
1.1.2.2 Homomorfismo
1.1.2.3 Ley de composicién externa
1.1.2.4 Estructuras
1.1.2.5 Conjuntos numéricos

1.2 Estructura de espacio vectorial
1.2.1 Propiedades de los espacios vectoriales

1.3 Dependencia en independencia lineal
1.3.1 Combinaciones lineales

1.4 Subespacios vectoriales o variedades lineales
1.4.1 Observaciones sobre espacios vectoriales

1.5 Bases y dimension

1.6 Estructuras matematicas y econémicas
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1.1 Introduccion

Los vectores y las matrices desempenan un papel fundamental en la literatura
economica , hasta el punto de ser herramientas imprescindibles para cualquier

economista. v=C 4:2) V:Cg,4,4l5)

Los vectores y las matrices se usan intensamente tanto en el analisis econémico
como en los modelos econdmicos. Pero para abordar el tratamiento de los
vectores es necesario asociar el concepto de vector a una estructura concreta
denominada Espacio vectorial y es ahi donde definiremos las operaciones entre
vectores, leyes de composicion... etc

1.1.1 Conjuntos , operaciones con conjuntos y correspondencias
1.1.1.1 Nocién de conjunto

Se suele asociar de manera coloquial |la idea de conjunto a una coleccion de
objetos . Presentaremos aqui la definicion dada por Bourbaki :

“ Un conjunto esta formado por elementos susceptibles de poseer ciertas
propiedades y de mantener ciertas relaciones entre ellos o con elementos
de otros conjuntos “.

Desde un punto de vista matematico, lo que hace que una coleccion cualquiera
sea considerada como un conjunto es que se pueda afirmar que un elemento
pertenece 0 no a él. Denotaremos los elementos del conjunto con letras
minusculas mientras que los conjuntos los denotaremos con mayusculas.

A:)Xms% x=6 Xqéiq

indica que el elemento x pertenece al conjunto A . XeA

dOX:gz Xe'q
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Para definir un conjunto se puede hacer :

@Enumerando todos y cada uno de los elementos que lo forman

ﬂ:))q,?,%(lf,gé { }

 Dando las propiedades que han de cumplir todos los elementos que lo

forman L),f,?( 2/ 'T.ffO

A:<X€W 4éxé§} B:[)Xg//\// X>6(Z

1.1.1.2 Inclusion

Diremos que un conjunto A esta incluido o es un subconjunto de otro conjunto B
si todos los elementos de A estan en el conjunto B

ﬂgl)ldlg% &%/: é((zl?/t((sf}
ACR ACR 5A@un£uL@u/3aB
La inclusion cumple las siguientes propiedades

ACA ) _
« A<A, propiedad reflexiva AJ,‘Q*%% A

» EIl conjunto vacio esta incluido en cualquier conjuntd
« Si A<B y B< C entonces A<C. Propiedad transitiva
« SiA<B yB<Aentonces Ay B son iguales . Propiedad simétrica

—

Daremos dos definiciones mas : QZ%BI ‘X % B = ’) €12, ;

Definiremos el cardinal de un conjunto como el numero de elementos que tiene
dicho conjunto.

Definiremos el conjunto de las partes de un conjunto como todos los
subconjuntos que podemos obtener de dicho conjunto . Diremos que el conjunto
de las partes de un conjunto tiene 2*n elementos

A=HOT Bjdzr c=\/)s,
/\/\/ WWW.TUACADE LD ')02 3(7
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AL G5TY B L2304
]‘ﬁﬂ} b &A
AE A [« AR
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El nimero de partes del conjunto
A={a, b d

esn[p(A)]=2""=2%= 8, como se comprueba a continuacion
9. {a}, (b}, () {a, b}, {a, d. (b, ¢}, (a, b, c}

alabct ) PCA) =h @, 3et, Ab heq hall la
= foué‘ﬁ(‘ ab,cf
SRS ) }

1.1.1.3 Operaciones con conjuntos

An B.

» La Interseccion de dos conjuntos, representado por

representa otro conjunto que esta formado por los elementos que son comunes
tanto al conjunto A como al conjunto B n

A:éa.B‘C.c‘; E:/)q‘e,«’,&,u; c= e.t',af
/—\ﬂ@r«{a% Al\c:é

* La unién de dos conjuntos Ay B sera otro conjunto que estara formado
por los elementos tanto de A como de B . Si hay algun elemento repetido
solo se pone una vez. U

Aslingbs| Bshzg ¢

L\U@:KI.Z,Z,L,,(I é(g;J
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1.1.1.4 Propiedad conmutativa

AnB=BnA ; AuB=BUA

Ejemplo

Siendo A={a, b, c, d}, B={b, d, e}

4

AUB hossdel | AnG =fbsf
@Uﬂ:l)blé.e/a,c‘z BNA - [,Lné;

Diremos que dos subconjuntos B y C de un conjunto@son complementarios si
no tienen nada en comun y su union es el conjunto A

A=l 420,08 ¢t
®AC:$Z§ 2 :g ,(/3)5—5 C:{Z(C(, é\f
Buc=A Ry ¢ son complenatazics Lo/
Ejemplos B Ne c% BUC:s e 2“7((;

/\J‘-‘ § t r A" B"
Siendo A = {a, b, c d.B=1b d elyE=1a b, ¢ d, c,i} (conjunto universal), obtene

AUB,A'NB, d-BnEc A seihala el complementario de A.

St A=le,fl; B'={a,cf, AUB'={abcd y A'U B ={e} E"’\M@
ﬂ.—”&’m?&m oo da A Q:Bf\f—%(" - é? B:BB(J(C?
6)\\:)\{‘1(( B‘: %O\]L‘ ﬂf
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AUR’

A:))&((Q,C(C($ @':Z)C{,C({?g
AU n'= R CL\[’ch(é/ f?

Anp =het
' L)&,{% Bs() hd, e ?
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1.1.1.5 Producto cartesiano
Se llama producto cartesiano de dos conjuntos A={J,3,§} y B ={ 4,5,6} al

conjunto formado por todos los pares ordenados que se pueden formar ,
eligiendo primero un elemento de A y segundo un elemento de B.

AxD = [) (Ly), (f s),(l.(), (u:),(?,r),(z,t),(&‘(),ésﬁ),(s,q}
¢

AiB :[) ( u‘})

N\

‘:1\(1![‘)/ (15) ) Ucé), (2/('{)/[215/
/ (2,4){ (3ck), (2.:5) /[3/@}

Relacion de orden

En matematicas existen distintas relaciones entre los elementos de un conjunto
pero una de especial importancia es la relacion de orden

Para que una relacion sea de orden ha de cumplir las tres siguientes
condiciones: felocesn ™ tener le. Siftne chod

‘WK;\/Q > 40943\ (P.Q.Doua (/SM do W\I\DI]\Q

_ ‘ elocd " yua el Misac

1. Reflexiva. xR Xx c (V90 dengg Coo me Y é'ﬁ
. Misam. oo et

2. Simetrica. sixRy,entoncesyRX ¢, mis alos! (o

4
L.7
3. Transitiva. SixRy,yademasyRz, entonces se debe cumﬁ:iir que

xR z.
\iff 0 o= @:Lo/ yoe *L\:/ 774J/4M
00\7\(“(\{?:3 'ec[_Q/ Qo Q/C“*Qj/ )0 Zemrm ’é-

Mmidre vl Sue S|
WWW.TUACADEMIAFACIL.COM
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Correspondencias

Veremos con unos ejemplos qué entendemos por correspondencias .

Al b e Behmoag

‘;"’"‘ (e, m)

~NM

ban (bum)

c~ n (ben)
(en)

-

m e e Tmege. 0 g Thesen,
Veamos dos conjuntos importantes en esta
aplicacion .

El conjunto { a,b,c,d} se llama conjunto Inicial
El conjunto {a,b,c} se llama conjunto Origen
El conjunto { m,n,p } se llama conjunto final
El conjunto { m,p} se llama conjunto Imagen

P 5$mg&.

[ 4 /
A ca(a Cass. I’m‘cl‘cz( y\.O.a\o o Caw[q Ozl‘je._.

Ahora veremos que dentro de las correspondencias, una muy importante tanto en
el mundo de las matematicas como de las ciencias que de ella se nutren es el
concepto de aplicacién . Una aplicacién es una correspondencia muy especial ,
ha de cumplir una serie de condiciones que iremos desgranando ahora .

A: L)Q(L):C(é% Tw\‘(}‘\/

OUTen ) S b Sniccal = Ovises

® Ningun elemento del conjunto Origen o
inicial puede quedar sin relacionarse con
un elemento del conjunto Final

@® Un elemento del conjunto inicial no puede
estar relacionado con mas de un elemento
del conjunto Final B

A

O«

b

/\/\/j WWW.TUACADEMIAFACIL.COM
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Veamos ahora tipos especiales de aplicaciones

» Aplicacién inyectiva . Para que una aplicacion sea Inyectiva no puede haber
un elemento del conjunto final que sea Imagen de dos elementos distintos del
conjunto Origen

Esta aplicacion no es inyectiva ya que el
elemento n del conjunto final es imagen
de dos elementos del conjunto Origen
quesonbyc.

L GETr

Esta aplicacion si que es inyectiva

" Ag& Q CQ& )
Cl & (O7QC,[Y\,€')

» Aplicacién sobreyectiva . Una aplicacion es sobreyectiva cuando el conjunto
final coincide con el conjunto imagen

Jmaqen = Fna ’

No es sobreyectiva ya que existe un elemento en el
conjunto final ( p ) que no es imagen de ningun elemento
de ningun elemento del conjunto Origen .

4 —_— = 'F tY\O—l = N .
) S % Pl &%) Ao CD""CLJQ
feu = ‘) My p }a

Esta aplicacion si es sobreyectlva 5[/0
Ima7m=6m.nso\®~ ‘c"é‘“ﬁecé(u-
S| Z:!) MmaG 7 N CT dou ﬁnefzo

€ DoL:f‘e'] C( Lu&

WWW.TUACADEMIAFACIL.COM




/’\/\/ 57 INFO@ADEFACIL.COM |

ADEFACIL

- Aplicacion Biyectiva Una aplicacion es biyectiva cuando sea inyectiva y
sobreyectiva a la vez

Ejemplo de aplicacion biyectiva .
Joze cﬁb:.
Foed = Tma e . Tmegen. T Fonf

{ 1
2, 7
Estructuras importantes matematicas. 7z

Primero veremos qué es una ley de composicién interna.

Formalmente diremos que una ley de composicion interna definida en un
conjunto E es una aplicacionde ExE en E

n)—s(W)
Veamos un ejemplo para entender esta definicion. @gj /'V

S5+6=-14
Sea el conjunto E= N donde N es el conjunto de los numeros naturales,
definamos la operacion suma ( +) /\/:[\ 0:14,2,%,400 }

Dados dos elementos de N por ejemplo 3y 7, la suma 3+7 =10 es otro numero
que también es natural , es decir, 10 pertenece a N .

Ojo , esto no se cumple todas las operaciones que conocemos , por ejemplo si
tomamos el conjunto N y como operacion la resta ( - ) , no siempre la resta de
dos numeros naturales es un numero natural . Por ejemplo si restamos

NaN—dN?  x e B ik
3-5:z-2 €N ;
5 -8 — -3 ¢N

Por lo tanto , la resta no es una ley de composicion interna sobre el
conjunto de los numeros naturales , ya que el resultado de restar dos
numeros naturales no siempre da un numero natural

ZQ ‘cw(a wo es uhe é7 % com/bo)[a&;; d»@m
DOLG( /}7\{
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Veamos ahora unas cuantas estructuras, para ello tomaremos un conjunto E y
definiremos una ley de composicion interna. Dependiendo de las propiedades

que se cumplan diremos que tiene una estructura u otra .
E Ex € ~a@_ 37,«,00(2(9_
inter ama

* Un conjunto en el que se define una ley de composicion i
grupoide. ¢/ goLcC el Cou/\mza € 2e Jaﬂn( [Q &mp- mk‘lﬂ& = 672&,90;L
« Un grupoide en el que se cumpla la propiedad asomatwa se denomina
semigrupo
* Un semigrupo en el que hay elemento neutro y simétrico se denomina
grupo -
* Un grupo ( semigrupo ) en el que se cumple la propiedad conmutativa se
denomina grupo ( semigrupo ) abeliano.
N 2emiGwpe o be Pioeeo ()
Existen otras estructuras matematicas en las que se han definido mas de una
operacion.

* Un semianillo es un conjunto S en que se han definido dos operaciones
internas a las que denominaremos + y * de manera que

¥ (S, +) seaunsemigrupo abeliano -, Q;oqa les Cor)mﬂéq/u
(S, *)seaun semigrupo — @s>oticc e

Y la ley * es distributiva respecto de la suma
N +,0 kb abice N  a.(bic) zab+ac
S-(2+3) = s 24§73
* Un anillo sobre un conjunto A es una estructura matematica en la que

% (A, +)grupo abeliano aDOObJ;\Af lle[rz) I(Ne {1,,(0 /Cof)fchw/c%\/{

(A, *)es unsemigrupo @oliah\e o a
La ley * es distributiva respecto de + °@:Q

Ademas si la ley ( *) tiene elemento neutro se dice anillo unitario y si la
propiedad (*) es conmutativa se dice que es un Anillo conmutativo

gle\u?é A(\i”a [N" UQ(Q W)

a> Y
S= z < f):ufco‘.o
k Lime ‘Lfce (-a)

Conma

WWW.TUACADEMIAFACIL.COM
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procCa[ﬁ\ml PUSEEN S e
ST, c N ; ad [(bec) = (o+L)+C

2’( as=% b= 6/ ¢z (o
o+ ( 6+10) = (2+¢) tlo
3+ 16 = 2+t
N7 _
9, = 17,

(N, )| Cmiquapel
ﬁu\fc : 5:2:40,1{, £2, . .. ?
£y 2 ——1Z

@/ QDOCIO/LC\( _— G(‘;7 c e ? - Q+[[)+C) = (Q('L)%-c
Cfo = Lomnks ke & ac Z Toe€ 2 bol g

c +0 =Q
& a=( , 6+0 =&
o 6>J@QQ"~%¢{Q MQ“}[Q)

Slomento Sime{ Lo
daclo @€ ?Exl'ate ol Ae %4 &J cve A
Cuomo e L L f/éo,uuo_,,sé /\Q’u'{@

Q=5 O+m =0 a=¢
5t (-5)=0 6+ (-€)=0

Q{m{‘/v%o JQ o es -&

/‘\/\/ﬂ WWW.TUACADEMIAFACIL.COM



/"/\/ 57 INFO@ADEFACIL.COM |

ADEFACIL

Cuerpo %

Un Cuerpo sobre un conjunto C es una estructura matematica en el que hay
definida dos operaciones (+) y ( *) tal que

(C, +) es un grupo abeliano a>°05°1w ‘ ”—‘?U(‘O; cimelube, CO‘\“W\LZK

(C -{0}, *) es grupo abeliano donde el 0 es el elemento neutro de la
operacion +

La ley ( * ) es distributiva respectoala(+)

Si la ley ( * ) no fuese conmutativa se dira que ese un cuerpo alabeado

0 QDOCLQL_\/‘
CChﬁ*)- :?;:7 DQQLJY'O ~ 4 a.4:0>
LCO - Qo. b - @‘ ~
Ejemplos ~ @nmich,, 1 1 @ 5)” 4

a). El conjunto N de los niumeros naturales con la suma y el producto
ordinarios es un semianillo

b) el conjunto Z de los numeros enteros con la suma y el producto
ordinarios tiene una estructura de anillo unitario y abeliano .

c) El conjunto Q de los numeros racionales, R de los numeros reales y C de
los complejos con las sumas y productos ordinarios alcanzan estructura de
Cuerpo

Ley comp. _Asoclativa | Elem. neutro Conmutativa
interna

Semianillo { REp
Ley T )E pe—— ,Xf, Lt ‘ -
Anillo { WEpp i : ‘ 4 4 ! g
Ley - . x X | —d |
Cuerpo { Ley + | o x | S . :

Ley — : X ; X i X X
: salvo el

neutro |
de + ’
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Ley de composicién externa

Una ley de composicion externa definida sobre un conjunto E y con operadores
en Q es una aplicacionde Ex Qen E .

A los elementos de E los designaremos con letras latinas y a los elementos de Q
con letras griegas

Se han de cumplir :

1. A(px) =(Ap)x
2. (A+p)x=Ax+pux
3. A(x+y)=Ax+Ap
4. 1x=x

Tn“]e(nq Ex b — s L

EK‘/‘err\q ng ﬂg
< exlecos E= Vec{on b Az
/ O-R
feo. V @0 Vec{w K, /hz/ Vi CXi,Xz)
e AER
7N
AV o= ACK X)) = (dv, An) ¢ £
\

op e (e

et
éE
c - V%,CS(‘B) A=°2€*Q

/
ZL (5,<3) = (1o, -5) ek .

Con -
Qﬁ’-e\?ﬂ L
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1.2 La estructura de espacio vectorial

Un conjunto V se dice que es un espacio vectorial si sobre él se han definido
dos leyes de composicion, una interna denominada + y otra externa
denominada * sobre un cuerpo F , de manera que (V, +) es un grupo
abelianoy (V, *) cumpla las siguientes propiedades

SPomenln 9-2 V = lermran Ve clome
Qovients X F = lomaidy esalare

~—~ ~— .
L. he(X+Yy)= h-x+h-yl(distributividad con respecto a la adicion de V)
II. (r®uw)-x=»x-x+u -x(distributividad respecto a la adicion de F)
III. & A-(u-x)=(r=u)-x(asociatividad de los elementos de F)

IV. e - X =X, siendo ¢ el elemento neutro de F,

siendo + la operacion de Vy @ y = las de FF.

En la mayoria de los casos tomaremos al conjunto de los numeros reales R como
el cuerpo F .

Veamos un ejemplo de espacio vectorial .
El conjunto A de las matr@s cuadradas de orden 2 tiene estructura de espacio
R

vectorial sobre el cuerpo(R/, siendo + la suma habitual de matrices y * el
producto de un numero por una matriz

V= ’TzXz F=A
C 2x2 1+\ 7'2».;(70 atzetw—e

o(: 1) [0 = (002808
éa *[(;-033( )_( [( j(

“*@?\
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Lec Aéhle /*Cﬂl‘“ ’/“ éR

3 A ph) A
R S
.A:/\(if) /’:q//j) /

W
(Ap)A = L/ ( (A/ /)

2) (A+/)A AA -,»/«A L
N ep)e () b
é/)A ~L+F>( ) gfi)f Q‘;)c‘) e
dadpe &b 4G Ada Ab a 6
:((\C*[;: AA;J'):(&C c*lclJ-[-(;f //:1(/)
[23)epled)edhmpn

= A
(V) A«B) = A4« dB
(i) fw

Ao+ da! AL AL A e AE C\a t\la
A+ Ac AJ-LAJB dc Ad c\o Ad
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:A[Z;\+A(c4) A4 +4d 38
O A=A
td)s

TOO{) €o‘é, ( 2x2 + / ’) @>[b0-°0 er/ova/
SN
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Propiedades de los espacios vectoriales

» El elemento neutro respecto de la suma ha de ser unico
« Para la segunda propiedad hemos de distinguir en un principio del elemento
cero ( 0 ) del conjunto F del cero ( 0 ) del conjunto V . Una vez hecha la

distincidn , esta segunda propiedad dice que 0 *v =0
ft €A
H 2x2 X lp\ R 2x2

A .\ = [Zc?) d=o Az;o/rjzgg)

/

Dependencia e independencia lineal

Existe una definicién formal para saber cuando un conjunto de vectores v1 , v2
.... Vn son vectores linealmente dependientes .

Definicion : Diremos que un conjunto v1, v2 ... vn son linealmente
dependientes si existes unos escalares ( numeros ) de manera que si

A1V £ A2 Vg .. + AaVn =0

entonces algun Ai debera ser distinto de cero
Ejemplo :

Comprobar si el conjunto de vectores de R2

u=(13),v=(2,-4)yw=(4, 2) es un conjunto linealmente dependiente o
no .

AUt Arve Azw o
A (1:2) 43 (20-4) + A3 (4.2) = (0.0)
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Propiedades de los espacios vectoriales

» El elemento neutro respecto de la suma ha de ser unico

« Para la segunda propiedad hemos de distinguir en un principio del elemento
cero ( 0 ) del conjunto F del cero ( 0 ) del conjunto V . Una vez hecha la
distincidn , esta segunda propiedad dice que 0 *v =0

Dependencia e independencia lineal

Existe una definicién formal para saber cuando un conjunto de vectores v1 , v2
.... Vn son vectores linealmente dependientes .

Definicion : Diremos que un conjunto v1 , v2 ... vn son linealmente
dependientes si existe®unos escalares ( numeros ) de manera que si

l/\4 VitA2 Vet . 5 daVn =0

entonces algun Ai debera ser distinto de cero

S

Ejemplo :
Comprobar si el conjunto de vectores de R2

u=(13),v=(2,4)yw=(4,2 )(fes un conjunto linealmente dependiente o
no.?

[,\\uur\nw,\gw:;« ’\JU+1\2V*r\3W: (o,0)

Au\(}z) +,h\(}-y)+ A\;}/@ﬂz).— (0.0) ,

(A, 30 + (2%, ~%d2 )+ (Wds  242) = (aio)

A. +2 A2 47-(;)«3 :o(]
2\ -kdz 128370
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/

_’\Ag +2 (\’z -”-tx R =0 (] —,g € . oned U :{_fg /chcofnz‘lée,
3r\| HAz ‘}'ZA} s T

(4 -4 2 o (é*lz; \L.'O/Z >;

F'LB'-'(
3-4 2 © AL +2A2 w@
& e @ —s  ~loA, ~l06dq :c,}
O

o v o

@Azz‘l@ /\%:f @

“lod = lod3 ~lo)2 =lo t
C\Q: lOé = I

No=-2t
E.
(&\3:{
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8\2 Q,.*C,Of\‘l@aeo CQM\off\c-(,chw S U :
> Q\%Jﬂ A(:{ro > Vi 48’“‘265@,

o Ce® Cou

_
A Wt AV + Az W =0 a'a,un ‘\U#O

[2u =t + £ | foobicr bl -6 avsus 7

Cale ﬁ&z&m,ﬁlg@ W, Vi W 2ean, (-JJPQL&Q‘I'Q«/)Z;

oo, WMR0us Lo ver 3 sen Lok par e s

L o 2 A 3 1t 3
\I*»@' ; o 1o) /‘ o =I[o

W 2 © @ -
Fa-1F ’:3-{2
oyl

L ~Yy L >
-2 -6 A ird
= o ﬁ__

t 23 ¢ lay ofgue ok o kb o
C’/[eme/,\lo, [J-e’rmf(\@) 3@ o Qo ,enlona
éﬂf’m&, Qe l?? \»Qc{ ~a L <L]D€¢Ucl¢€ml@

Na‘lq -

$ioun Co/\/‘uﬂJc O[Q Vec{orcb é> f Qo&)&&l(eﬂ{{ e
P Que ol Mo W Ao elby e Cole"ncw‘o; Cineal Jz
los oher - & T e pocame> @firtey gua o

WWW.TUACADEMIAFACIL.COM



/\/\/ VQ—C/LM w €5 oM [3}. N C,t'cg
A INFO@ADEFACIL.COM
ADEFACIL OKSL \97 O(\TO) 0@9 W{Q‘e.) . |

Si el conjunto de vectores no fuese linealmente dependiente entonces diremos
qgue el conjunto de vectores es linealmente independiente.

Ejemplo :

u=(1,5)yv=(2,-1)

Eﬂuﬁ- ARV = 0| Y Q«L&u@ o(a!eﬂtoézm

/\'[{(S) -+ c\? (Z*j): [9(0)
(A, 54 ) £(24;,-&2) =0

{\;+2.(\2 =0
SAi~Ar :o}

SA(‘AI ~o 10| ~2]2 =¢ (\
’ 2| . Ot2 gl ver
I‘ (\l = _‘J)/ACI_,\\C) / 2—('\2:0/'[ [\2:

Come» A( D) é; DO\&[?? Cerms @u.L:m y Lo o=u AQ
P fonl 3o tndepe, iruk @ el

Combinaciones lineales .

A +242 =0 @
}('z) %

Una combinacion lineal de un conjunto de vectores sera una expresion de la
forma

AM*v1 + A2*v2 + ... + An*vn

N
Por ejemplo : dados los vectores u=(1,4)y v=(3,7)

gj cu"zQ LN CQMb/.ﬂGC((c‘\;\ Q{a@‘ O(Q LL7 V4
3 (Ay) + SC27) = (2 12) 4 (15, 35) =(IF, ©),
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Otra cosa que nos pueden preguntar es si un vector dado u es combinacion
lineal de un conjunto de vectores v1,v2, ..., vn

Ejemplo : veamos si el vector u= ( 6, 1) es combinacion lineal de los vectores
vi=(1,1)yv2=(4,1)

éoPOé-‘l% CQO(e?"U(( 07ue e u.zéé‘,ﬁl) e CON\L:'rna'b;
<\-( L‘J’? VQC‘(OQ'(’) \/(:(1'1)‘ Vz;-_[l,ﬁj) 7

TA (1) 4 & Cteg) =) ?
(A, N) + (dy, =dy) =(6.y)
(\\““ltA?:é Al*“—e(\?:é

A= Moz O 6D ~btde =t
4y - e
/ ? S )/CX'L;%:J
/\l—ﬂ:i\ -—‘>Zc\|:li -

S QUA)+10y g) = (6.1)

w e> Vi +1Vy

e €D CON\D;”CALCCC’:’\_ QCN&[ AQ V, Y Vy
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@ Ep.cect
Subespacios vectoriales o variedades lineales Léegf.

!
Se dice que un conjunto no vacio W es un subespacio vectorial de un espacio

vectorial V cuando

« W es un subconjunto de V ne voc®
« W es un espacio vectorial si consideramos las propiedades +vy *

Como norma general para comprobar que un conjunto dado W es un subespacio

vectorial de un espacio vectorial V sera suficiente con comprobar las siguientes

propiedades

1. Hemos de comprobar que el elemento neutro para la suma esta en el
conjunto W

2. Hemos de comprobar que dados dos elementos uy vde W, la suma de

ellos también esta en W, es decir,siuy v€ W entonces u+v€W
3. SiA€EFyv€Wentonces A*vEW

wel & §

A modo de ejemplo veamos si el conjunto siguiente es un subespa vectorial de
R2

W:)\(x.j)é@: lx_:;'f//

(1)iCe o) € W7 (20 frowo (7 conclem =

X=c

@ {eau “ Y Vé\’\// W=_(o, a),v:(O/E)
L+ V - (0,(13‘\’(0'(3) < 601 a+l°)
w+v €W
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@ ( de F=R 9 W e W endeas Au

cCuwe W Lk=(oa)
A2
duw=d(o.a) =2 da) ¢ W
duw € W
CDmO W C‘Umlo(l (Q) ‘Hf) Cowécccb«ws 5((([’6‘/\13

W e> u (&k[?@()\&b IS
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Observaciones sobre subespacios vectoriales

La primera observacion que vamos a efectuar es que el elemento neutro para
la suma ha de estar en el subespacio.

* La interseccion de dos subespacios es otro subespacio , es decir, si W1y W2
son dos subespacios vectoriales de V entonces

WiWo €> un Subos,acis 4, v

[

» La suma de dos subespacios es otro subespacio vectorial , es decir, si W1y
W2 son dos subespacios vectoriales de V entonces W1 + W2 es otro
subespacio vectorial de V

« La union de subespacios vectoriales por norma general no es un subespacio
vectorial .

Bases y dimensién

Vamos a entrar en dos conceptos muy importantes , a saber , el concepto de
base de un espacio o subespacio vectorial y el concepto de dimension de un
espacio o subespacio vectorial.

Base de un espacio vectorial. Una base de un espacio ( subespacio ) es un
conjunto de vectores al que llamaremos K que estan dentro de ese espacio

( subespacio) de manera que cualquier vector del espacio ( subespacm)gg_
puede obtener como combinacién lineal de los elementos del conjunto K
Ademas los elementos del conjunto K han de ser mdependlentes y esto ultimo es
muy importante .
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Podriamos ver si el conjunto K ={u=(1, 1), v=(2,3 ) } es una base de R2
. 2
(onside s ey M6 eaacid Voo lresl R

e p[an&ﬂ S0 K:% u\eU'l),va CZ.%)} '\DUQ_O'(Q
7 T =
D¢ baze o M

\lo;mcb o MQCB@\,. S wau'u ol menls o
/R e M oGlenes CDmL,m,\oé W g Y

(Cu‘a) = 1\4 W+ A2V

M(44) + & (23)= (@)
CA' / Al) ‘Q'CZC\?, 3(\2) = [th)

M c@wgc(uxia (e..b) Como Comla[ncqb:\ 2o (47(/_
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La dimension es un concepto que viene asociado a un espacio ( subespacio)
vectorial y coincide con el numero de vectores que forman una base de ese
espacio ( subespacio) . En el ejemplo anterior la base tenia dos elementos y esos
elementos eran elementos de R2 luego la dimension de R2 es 2.

Cor X ere_,__.__. ﬁ((v w&&h k.:))/tz_(—\V} ey oM
[’;°22 QQ hz Ap.ego & Ae'd\'\&_o.bfc;; JQ sz%q{z

De monmo. Suocel < NQHJeoﬂ% £

boses o dran N woc dorey (’nd@q;aer\o({em&

(MQ é&‘m Qu\m‘c((: /Rn 2Qm( f).

gl' Esa /RS (9_3 5%323 0\‘/cw§/l rﬁmmw(o\
PC’(SVQ,Q/{\Q’VQ) CQVQQP- por ‘ztu.elo é\

éxm&,ofcf\ gz IES X é

S
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Ejercicios

1. los vectores de! espacio tridimensional

a= (2,3,-1), b=(1,2,-1) y c=(1,-1,2)

SForman una base de dicho espacio?
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2. Ei mismao problema anterior para los vectores del

gspacio tetradimensional:

a=(lv 11 11 l)t b=(l: 2’ 3: O)n C=(1: 31 5|—l)
y d=(1,4,7,-2)
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5. Dados los vectores del espacio tetradimensional
a=(1,1,1,1),

b=(1, 2, 3, 4),

c=(-1,0,1,2) vy

d=(-1,2,5, 8)

determinar la dimension del subespacio vectorial en-
gendrado por eilos.
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6. Hallar una base del subespacio vectorial del espacio
anterior.

7. Hallar las ecuaciones parametricas de la variedad
lineal engendrada por los vectores en el ejercicio

anterior.
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8. El vector (X;, X,, 0, 1) pertenece a la variedad lineal

engendrada por los vectores del ejerciclo 5: hallar
X v X,.
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