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1.1 Introduccion

Los vectores y las matrices desempeinan un papel fundamental en la literatura
econdmica , hasta el punto de ser herramientas imprescindibles para cualquier
economista.

Los vectores y las matrices se usan intensamente tanto en el analisis econémico
como en los modelos econdmicos. Pero para abordar el tratamiento de los
vectores es necesario asociar el concepto de vector a una estructura concreta
denominada Espacio vectorial y es ahi donde definiremos las operaciones entre
vectores, leyes de composicion... etc

1.1.1 Conjuntos , operaciones con conjuntos y correspondencias

1.1.1.1 Nocién de conjunto

Se suele asociar de manera coloquial la idea de conjunto a una coleccion de
objetos . Presentaremos aqui la definicion dada por Bourbaki :

“ Un conjunto esta formado por elementos susceptibles de poseer ciertas
propiedades y de mantener ciertas relaciones entre ellos o con elementos
de otros conjuntos “.

Desde un punto de vista matematico, lo que hace que una coleccion cualquiera
sea considerada como un conjunto es que se pueda afirmar que un elemento

pertenece o0 no a él. Denotaremos los elementos del conjunto con letras
minusculas mientras a que los conjuntos los denotaremos con mayusculas.

indica que el elemento x pertenece al conjunto A . XeA
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Para definir un conjunto se puede hacer :

 Enumerando todos y cada uno de los elementos que lo forman

A=2)1,2,3(L,§§

 Dando las propiedades que han de cumplir todos los elementos que lo
forman

A:{Xéﬂ// 1¢x ¢ g}

1.1.1.2 Inclusion

Diremos que un conjunto A esta incluido o es un subconjunto de otro conjunto B
si todos los elementos de A estan en el conjunto B

A:[)m,%% B= hla3yof
L5

La inclusion cumple las siguientes propiedades

« A<A, propiedad reflexiva

» EIl conjunto vacio esta incluido en cualquier conjunto

+ Si A<B y B< C entonces A<C. Propiedad transitiva

« SiA<B yB<Aentonces Ay B son iguales . Propiedad simétrica

Daremos dos definiciones mas :

Definiremos el cardinal de un conjunto como el numero de elementos que tiene
dicho conjunto.

Definiremos el conjunto de las partes de un conjunto como todos los
subconjuntos que podemos obtener de dicho conjunto . Diremos que el conjunto
de las partes de un conjunto tiene 2*n elementos
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El nimero de partes del conjunto
A={a, b d

esn[p(A)]=2""=2*= 8, como se comprueba a continuacion
9. {al, (b}, {c}, {q, b}, (a, ). (b, ¢}, (a, b,

1.1.1.3 Operaciones con conjuntos

An B.

* La Interseccién de dos conjuntos, representado por

representa otro conjunto que esta formado por los elementos que son comunes
tanto al conjunto A como al conjunto B

A:éa.tpfc.cw E:Z)q'@»[:ﬁ’,u;

Aﬂ@r{a%

* La union de dos conjuntos Ay B sera otro conjunto que estara formado
por los elementos tanto de A como de B . Si hay algun elemento repetido
solo se pone unavez.

Aslin gt Bshzg ¢qf

AUR={1.2,3,4, ¢, 6(3;
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1.1.1.4 Propiedad conmutativa

AnB=BnA ; AuB=BuUA

Ejemplo

Siendo A={a, b, c,d}, B={b, d, e} y

AUB: ANB =
@Uﬂ: BnA -

Diremos que dos subconjuntos B y C de un conjunto A son complementarios si
no tienen nada en comun y su union es el conjunto A

@ﬂngﬁ
Buc=A

Ejemplos

Siendo A={a, b c d, B= ‘
AU B, A'N B, donde A’ seiala el complementano de A.

A=le, fl; B'=la, cf, AUB'={a b, c,d f} yAUB={el

{b,d, elyE=la b c d e f} (conjunto universal), obtener A;'Bs
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1.1.1.5 Producto cartesiano
Se llama producto cartesiano de dos conjuntos A={1,2,3} y B ={ 4,5,6} al

conjunto formado por todos los pares ordenados que se pueden formar ,
eligiendo primero un elemento de A y segundo un elemento de B.

Axf = 2) (), (46 S), (), Cae), 25), Co 0,(3,7),(;,5-),(5,()}
B

&
5
o

A

o—8 o
i 2z o

Relacion de orden

En matematicas existen distintas relaciones entre los elementos de un conjunto
pero una de especial importancia es la relacion de orden

Para que una relacion sea de orden ha de cumplir las tres siguientes
condiciones:

1. Reflexiva. xRXx

2. Simétrica. six Ry, entoncesyR x

3. Transitiva. SixRy,yademasy Rz, entonces se debe cumplir que
X R z.
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Correspondencias

Veremos con unos ejemplos qué entendemos por correspondencias .

Veamos dos conjuntos importantes en esta
aplicacion .

« El conjunto { a,b,c,d} se llama conjunto Inicial
 El conjunto {a,b,c} se llama conjunto Origen

* El conjunto { m,n,p } se llama conjunto final

* El conjunto { m,p} se llama conjunto Imagen

Ahora veremos que dentro de las correspondencias, una muy importante tanto en
el mundo de las matematicas como de las ciencias que de ella se nutren es el
concepto de aplicacion . Una aplicacion es una correspondencia muy especial ,
ha de cumplir una serie de condiciones que iremos desgranando ahora .

* Ningun elemento del conjunto Origen o
inicial puede quedar sin relacionarse con
un elemento del conjunto Final

* Un elemento del conjunto inicial no puede
estar relacionado con mas de un elemento
del conjunto Final
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Veamos ahora tipos especiales de aplicaciones

« Aplicacidén inyectiva . Para que una aplicacion sea Inyectiva no puede haber
un elemento del conjunto final que sea Imagen de dos elementos distintos del
conjunto Origen

Esta aplicacion no es inyectiva ya que el
elemento n del conjunto final es imagen
de dos elementos del conjunto Origen
quesonbyc.

Esta aplicacion si que es inyectiva

» Aplicacién sobreyectiva . Una aplicacion es sobreyectiva cuando el conjunto
final coincide con el conjunto imagen

No es sobreyectiva ya que existe un elemento en el
conjunto final ( p ) que no es imagen de ningun elemento
de ningun elemento del conjunto Origen .

Esta aplicacion si es sobreyectiva
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» Aplicacién inyectiva . Una aplicacion es biyectiva cuando sea inyectiva y
sobreyectiva a la vez

Ejemplo de aplicacion biyectiva .

Estructuras importantes matematicas.
Primero veremos qué es una ley de composicién interna.

Formalmente diremos que una ley de composicion interna definida en un
conjunto E es una aplicacionde ExE en E

Veamos un ejemplo para entender esta definicion.

Sea el conjunto E= N donde N es el conjunto de los numeros naturales,
definamos la operacion suma ( +)

Dados dos elementos de N por ejemplo 3y 7, la suma 3+7 =10 es otro numero
que también es natural , es decir, 10 pertenece a N .

Ojo , esto no se cumple todas las operaciones que conocemos , por ejemplo si

tomamos el conjunto N y como operacion la resta ( - ) , no siempre la resta de
dos numeros naturales es un numero natural . Por ejemplo si restamos

3-5z-2 &N

Por tanto la resta no es una ley de composicion interna ya que el resultado da
un elemento que esta en otro conjunto .
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Veamos ahora unas cuantas estructuras, para ello tomaremos un conjunto E y
definiremos una ley de composicion interna. Dependiendo de las propiedades
que se cumplan diremos que tiene una estructura u otra .

* Un conjunto eje le que se define una ley de composicion interna se llama
grupoide.

« Un grupoide en el que se cumpla la propiedad asociativa se denomina
semigrupo

* Un semigrupo en el que hay elemento neutro y simétrico se denomina
grupo

* Un grupo ( semigrupo ) en el que se cumple la propiedad conmutativa se
denomina grupo ( semigrupo ) abeliano.

Existen otras estructuras matematicas en las que se han definido mas de una
operacion.

* Un semianillo es un conjunto S en que se han definido dos operaciones
internas a las que denominaremos + y * de manera que
(S, +)seaun grupo abeliano
(S, *)seaun semigrupo
Y la ley * es distributiva respecto de la multiplicacion

* Un anillo sobre un conjunto A es una estructura matematica en la que
(A, +) grupo abeliano
(A, *)es unsemigrupo

La ley * es distributiva respecto de +

Ademas si la ley ( *) tiene elemento neutro se dice anillo unitario y si la
propiedad (*) es conmutativa se dice que es un Anillo conmutativo
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Un Cuerpo sobre un conjunto C es una estructura matematica en el que hay
definida dos operaciones (+) y ( *) tal que

(C,+)es ungrupo abeliano

(C -{0}, *) es grupo abeliano donde el 0 es el elemento neutro de la
operacion +

La ley ( * ) es distributiva respectoala( +)

Si la ley ( * ) no fuese conmutativa se dira que ese un cuerpo alabeado

Ejemplos

a). El conjunto N de los numeros naturales con la suma y el producto
ordinarios es un semianillo

b) el conjunto Z de los numeros enteros con la suma y el producto
ordinarios tiene una estructura de anillo unitario y abeliano .

c) El conjunto Q de los numeros racionales, R de los numeros reales y C de
los complejos con las sumas y productos ordinarios alcanzan estructura de
Cuerpo

Leycomp. | pociativa | Elem. neutro Conmutativa
interna

Semianillo { il
Ley - i .. 1, - , g , -

Anillo { AR ‘ . » | " . .
Ley- | — Bl —rd — i B
Ley+ i X X X : X ’ X

Cuerpo { Sy~ | . | 4 | . 5

‘ | .  salvoel |
neutro
de + '
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Ley de composicidn externa

Una ley de composicion externa definida sobre un conjunto E y con operadores
en Q es una aplicacionde ExQen E .

A los elementos de E los designaremos con letras latinas y a los elementos de Q
con letras griegas

Se han de cumplir :

1. A(px) =(Ap)Xx

2. (A+p)x=Ax+pux
3. A(x+y)=Ax+Ap
4. 1x=x
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1.2 La estructura de espacio vectorial

Sea F un cuerpo cuyos elementos se representaran con letras griegas y V un
grupo abeliano cuyos elementos los representaremos con letras latinas .
Definiremos un espacio vectorial V sobre el cuerpo F si se define una aplicacion
de F xVenVtalque paratodo A€ Fyx€VentoncesAx€V.

Ademas se han de cumplir

I. h-(X+Yy)= h-Xx+h-y(distributividad con respecto a la adicion de V)
II. (r®uw)-x=»x-x+u -x(distributividad respecto a la adicion de F)

[1. A-(u-x)=(.=u) - x(asociatividad de los elementos de F)

IV. e - X =X, siendo ¢ el elemento neutro de F,

siendo + la operacion de Vy @ y = las de FF.

En la mayoria de los casos tomaremos al conjunto de los numeros reales R como
el cuerpo F .

Veamos un ejemplo de espacio vectorial .
El conjunto A de las matrices cuadradas de orden 2 tiene estructura de espacio

vectorial sobre el cuerpo R , siendo + la suma habitual de matrices y * el
producto de un numero por una matriz
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Propiedades de los espacios vectoriales
» El elemento neutro respecto de la suma ha de ser unico
« Para la segunda propiedad hemos de distinguir en un principio del elemento

cero ( 0 ) del conjunto F del cero ( 0 ) del conjunto V . Una vez hecha la
distincidn , esta segunda propiedad dice que 0 *v =0

Dependencia e independencia lineal

Existe una definicién formal para saber cuando un conjunto de vectores v1 , v2
.... Vn son vectores linealmente dependientes .

Definicion : Diremos que un conjunto v1, v2 ... vn son linealmente
dependientes si existes unos escalares ( numeros ) de manera que si

A1V £ A2 Vg .. + AaVn =0

entonces algun Ai debera ser distinto de cero
Ejemplo :

Comprobar si el conjunto de vectores de R2

u=(13),v=(2,-4)yw=(4, 2) es un conjunto linealmente dependiente o
no .

AUt Arve Azw o
A (1:2) 43 (20-4) + A3 (4.2) = (0.0)
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Si el conjunto de vectores no fuese linealmente dependiente entonces diremos
que el conjunto de vectores es linealmente independiente.

Ejemplo :

u=(1,5)yv=(2,-1)

Combinaciones lineales .

Una combinacion lineal de un conjunto de vectores sera una expresion de la
forma

AM*v1 + A2*v2 + ... + An*vn

Por ejemplo : dados los vectores u=(1,4)y v=(3,7)
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Otra cosa que nos pueden preguntar es si un vector dado u es combinacion
lineal de un conjunto de vectores v1,v2, ..., vn

Ejemplo : veamos si el vector u= ( 6, 1) es combinacion lineal de los vectores
vi=(1,1)yv2=(4,1)
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Subespacios vectoriales o variedades lineales

Se dice que un conjunto no vacio W es un subespacio vectorial de Un espacio
vectorial V cuando

« W es un subconjunto de V
« W es un espacio vectorial si consideramos las propiedades +vy *

Como norma general para comprobar que un conjunto dado W es un subespacio
vectorial de un espacio vectorial V sera suficiente con comprobar las siguientes
propiedades

1. Hemos de comprobar que el elemento neutro para la suma esta en el
conjunto W

2. Hemos de comprobar que dados dos elementos uy v de W, la suma de
ellos también esta en W, es decir,siuy v€ W entonces u+v€W

3. SiA€EFyv€Wentonces A*"vEW

A modo de ejemplo veamos si el conjunto siguiente es un subespa vectorial de
R2

Wz)\(x.j)é n X:o}
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Observaciones sobre subespacios vectoriales

» La primera observacion que vamos a efectuar es que el elemento neutro para
la suma ha de estar en el subespacio.

* La interseccion de dos subespacios es otro subespacio , es decir, si W1y W2
son dos subespacios vectoriales de V entonces

Wi NW4 2> un Subos acls do V

[

« La suma de dos subespacios es otro subespacio vectorial , es decir, si W1y
W2 son dos subespacios vectoriales de V entonces W1 + W2 es otro
subespacio vectorial de V

« La union de subespacios vectoriales por norma general no es un subespacio
vectorial .

Bases y dimensién

Vamos a entrar en dos conceptos muy importantes , a saber , el concepto de
base de un espacio o subespacio vectorial y el concepto de dimension de un
espacio o subespacio vectorial.

Base de un espacio vectorial. Una base de un espacio ( subespacio ) es un
conjunto de vectores al que llamaremos K que estan dentro de ese espacio

( subespacio) de manera que cualquier vector del espacio ( subespacio) se
puede obtener como combinacion lineal de los elementos del conjunto K.
Ademas los elementos del conjunto K han de ser independientes y esto ultimo es
muy importante .
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Podriamos ver si el conjunto K= { u=(1, 1) , v=(2,3 ) } es una base de R2
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La dimension es un concepto que viene asociado a un espacio ( subespacio)
vectorial y coincide con el numero de vectores que forman una base de ese
espacio ( subespacio) . En el ejemplo anterior la base tenia dos elementos y esos
elementos eran elementos de R2 luego la dimension de R2 es 2.
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Ejercicios

1. los vectores de! espacio tridimensional

a= (2,3,-1), b=(1,2,-1) y c=(1,-1,2)

SForman una base de dicho espacio?
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2. Ei mismao problema anterior para los vectores del

gspacio tetradimensional:

a=(lv 11 11 l)t b=(l: 2’ 3: O)n C=(1: 31 5|—l)
y d=(1,4,7,-2)
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5. Dados los vectores del espacio tetradimensional
a=(1,1,1,1),

b=(1, 2, 3, 4),

c=(-1,0,1,2) vy

d=(-1,2,5, 8)

determinar la dimension del subespacio vectorial en-
gendrado por eilos.
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6. Hallar una base del subespacio vectorial del espacio
anterior.

7. Hallar las ecuaciones parametricas de la variedad
lineal engendrada por los vectores en el ejercicio

anterior.
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8. El vector (X;, X,, 0, 1) pertenece a la variedad lineal

engendrada por los vectores del ejerciclo 5: hallar
X v X,.
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