TUACADEMIAFACIL

DIFERENCIACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

i bgp_c_ggtos de derivada direccional y parcial !

Definicion Sea f: G C R™ — Ryseae € R™talque ||e|| = 1. Diremos que f es derivable en x, € G segun la

direccion del vector e si existe el limite:

flzo +te) — flao)

limta(} t

Si este limite existe, le llamaremos derivada de f en T segn la direccién del vector e y lo denotaremos por D, f(x, ).
Derivada parcial: Si el vector € es el vector de la base canénica €;, entonces D, f(x,) = D, f(x) y se denomina
derivada parcial 3-ésima de f en Zg.

Definicion formal:

. F(@o,s s g, + s ) — fl@g,s s Ty s T )
= llmf,ﬁo t

flzo +te;) — flzy)
t

D, f(zy) = lim,_,,

O &
Notacidén: Otra notacién usual para la derivada parcial 3-ésima es 7&) (wo,)~
7
1

Interpretaciéon y Calculo
« Velocidad y pendiente: La derivada direccional nos esta dando la velocidad de variacion de f en la direccion del vector e y,

por lo tanto, nos da también la pendiente de la recta tangente a la superficie en la direccién de dicho vector.

- Regla de célculo: Para el célculo de la derivada parcial respecto a una variable, las otras funcionan como constantes.

Ejemplo:
Si queremos calcular la derivada parcial respecto a ¥ de la funcién f(a: Y, z) =3x2 + yzz en el punto (17 1, 2), tenemos

que f(1,y,2) =3+ 2y? y la derivada respecto a Y queda 4y; en y = 1 el resultado es 4.

Por otra parte, D, f(x, y,2) = 2yzy D, f(1,1,2) = 4.

Ejemplo Calculo de la derivada direccional

Enunciado: Calcular la derivada de fen x, = (0, 1) en la direccién del vector (1, 1) siendo f(x,y) = zy.

‘Vector gradiente £
Definicion
Sea f: G C R™ — R tal que f admite derivadas parciales en x, € G'. Llamamos vector gradiente de f en L al vector

formado por sus derivadas parciales:

Vi(zo) = (D1 f(xg), -, Dy, f20))
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Ejemplo

Sea f : R2 — R definida por:

)

fz,y) ={ e

0 si(z,y)

1. Calcular la derivada de f en (0,0) en la direccion del vector (3,4):
2. Calcular la derivada de f en (0,0) en la direccién de un vector unitario genérico € = (el, 62):

3. Calcular el vector gradiente en (0,0):
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1. Calcular las derivadas direccionales de las siguientes funciones para los puntos y vectores que se indican:
- (a) f(my) . mZ - y2: Lo = (3 2): v = (1 _1)

- (o) flw,y) = % zy = (0,1),v = (—1,2).
- (© flz,y) =sin(2x — 3y), xy = (0,0), v = (v, vy).

c (A flx,y,2) = x + 2y2® — e% xy = (—1,1,0),v = (—2,2,1).
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lar la derivada direccional de la funcién

en el origen de coordenadas y en la direccién del vector (3, —5).

3. Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones:
- (a) flw,y) = zy + yIn(zy).

« () f(z,y) = ze V"
+ (@ f(z,y) = sin(zy) + cos(z + y).

< (d) flz,y, z) = e2®F¥ cos 2.

- (o) flz,y) = ,/wy+£
Yy

2z —y+1

- () flz,y, 2) = YN P
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4. Calcular el gradiente de las siguientes funciones en los puntos que se indican:
r—y

- (a) f(:l?7y) = ZBZ 4 1 (_27 3)
cofay =L (Lo

C© flw,y,2) = Ve - Vy?2h  (9,4,2).

- @) flx,y,2) = e2'v' (1,1,1).
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IDefinicion de funcion diferenciable

s i

Definicion .
Sea f: G C R™ — Rsiendo G un conjunto abierto. Se dice que f es diferenciable en x, € G siy solo si existe el vector

gradiente V () v, ademas, se cumple que:

caudo
{§lxe), (x = X) > = N [ - (x=Xd a,?a’:@w_

o @) = £(@0) = (V (o), @ — @) _

T ||$7$0H

0

O lo que es equivalente: @

LT[0, WD = Tl o Tt

o (@0 + B) — (o) = (V (o), b

=0
h—6 [|R||

Diremos que f es diferenciable en (7 si es diferenciable en cada punto de (5.
Definicién =

Sea f: G C R™ — R siendo G un conjunto abierto tal que f es diferenciable en €, € G'. Se llama diferencial de fen Zpa

la aplicacion lineal de R” en R cuya matriz asociada es el Vf(wo); es decir:

Df(z,) : R* — R
W — DA = Y [ixe)

Se puede demostrar que la aplicacion diferencial, si existe, es Unica.

Interpr i6 étrica y Plano

Para funciones de R2 en [R, la diferencial nos da el plano que, trasladado al punto (wo, Yoo f(.z(y yo)), mejor aproxima a dicha

superficie en un entorno de ese punto.

Dicho plano es el plano tangente a la grafica de la funcion en el punto (wof Yo f(a:o. yo)), y su ecuacion viene dada por:

z= f(xg,yo) + (VF(@o,Yo). (x — Tg. Yy — Yo))
Lo que desarrollado en componentes resulta:

z= f(x,yo) + D1 f(®o, yo)(® — ) + Dy f(x0. Yo) (¥ — Yo)

Ejemplo
Para la funcion definida por f(:z:7 y) =x2+ yz, se cumple que:

1. Su diferencial en el punto (2, 2) es la aplicacion lineal:

2. La ecuacion del plano tangente a su grafica (una superficie) en el punto (2. 2, 8) es:
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Teorema 10
Sean f,g : G C R™ — R.Si fy g sondiferenciables en x, € G, entonces:

1. Suma: f + g es diferenciable en Zg.

D(f+g)(zy) = Df(z,) + Dg(z,)

2. Producto por un escalar: Si o € R, f es diferenciable en L.

D(af)(zo) = aDf(z,)

3. Producto de funciones: f - g es diferenciable en Zg.
D(f-g)(zg) = Df(xg)g(wo) + flag)Dg(x,)

4. /
Cociente de funciones: Si g(x,) # 0, <I> es diferenciable en Zg.
g

f - Df(zy)g(zy) — f(zg)Dg(xy)
D) (w0 = (9(0))?

8. Calcular los planos tangentes a las siguientes funciones, en los puntos que se indican:

- a) f(x,y) = 32 + y sen x enelpunto x, = (,0)

- b) f(x,y) = (22 — y?)e®™ Y enel punto xy = (0,—2)
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2.3. Relacion entre continuidad y diferenciabilidad de funciones reales. Funciones reales
continuamente diferenciables.

- Teorema12:Sea f: G C R — R diferenciable en T, entonces f es continua en Zg.
- Ejemplo 13: La funcién f : R?2 — R definidapor f(x,y) = + ysiz > 0y f(z,y) = —x + ysiz < Oes
continua en todo [R2 y no es diferenciable en los puntos de la forma (07 y).
- Teorema14:Sea f : G C R™ — R tal que f es diferenciable en , € G entonces:
1. Existen todas las derivadas direccionales de f en To (D, f()).
2. Severifica que D, f(xy) = V f(x,)e para todo vector unitario €.
Este teorema, para el caso particular de . = 2, nos indica que cuando f es diferenciable en un punto, todas las rectas

tangentes a la grafica de f en ese punto se pueden incluir en un plano, que sera el plano determinado por la diferencial.

- Ecuacién del plano tangente: La ecuacion del plano tangente a la gréfica de f en el punto (.7:0, Yo, f(a:o. yo)) es

z = f(xg,Yo) + D1 f(x0, Yo) (T — ) + Dy f(xg, Yo) (Y — Yo)-

Ademas, si f es diferenciable, podemos calcular las velocidades de variacion en la direccion de un vector cualquiera

conociendo las velocidades de variacion en la direccién de la base candnica. Dado que
v_[_(xo\ e = \ell. “V-{ U l-the? = | V.((xo\ll Ny , siendo ¢ el dngulo entre el vector € y el vector gradiente, se

puede analizar el comportamiento de la derivada direccional:

Angulo Relacion entre V f(x() y € COS (¢ D.direccional  Valor
a=20 Paralelos (misma direccion y sentido) 1 Maxima H V_g L)(o\ “
— E Perpendiculares 0 Nula 0
2
o =T Paralelos (misma direccion, sentido opuesto) -1 Minima - “ V‘(' U(u\ “
o — 37  Perpendiculares 0 Nula 0
T2

- Definicién 16: Una funcién f : G C R™ — R se dice continuamente diferenciable en &, € G silas funciones derivadas

parciales D, f estan definidas en unabola B(x,) C G'y son continuas en Ty. Si esto ocurre en cada punto de un abierto

G, sediceque fesdeclaselen G (f € CI(G)).

- Teorema 17: Si f es continuamente diferenciable en g, entonces f es diferenciable en . Este resultado da una condicién

suficiente de diferenciabilidad, pero no necesaria.
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5. Calcular las funciones derivadas parciales y estudiar la diferenciabilidad de la funcion:

v = [ F57 si(@y) #(0,0)
fz.y) {o si (a2, ) = (0,0)

6. Dada la funcion ‘f(m7 Y, z) =2+ y2 + 22, calcular el incremento real de la funcion al pasar del punto (10, 10, 10) al

(11,11, 11) y la aproximacion que de este incremento nos da la diferencial.
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7. Dada la funcion

_ r+y? siz>y
fwy) = {21Y, 22y

calcular, si es posible, la derivada parcial de f respecto a x en (2,1), la derivada parcial de f respecto ay en (1,3) y la derivada
parcial de f respectoaxen (2,2). .

9. Calcular las derivadas direccionales maxima y minima, indicando en qué direccién se producen, en los siguientes
casos:

: a)f(m7y) =

cos(xz — y)

enxy, = (0,27). @
2P ey = (0,2m)

« b) f(z,y) = e*#¥ enzy = (0,0). @
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2.4. Matriz Jacobiana. Diferenciacion de funcions vectoriais.

Cuestiones previas (repaso).

Definicidn 19 Una aplicacion de R™ en R™ es de la forma:

f:R* —R™
X — 0= (f 00,00, [ 1)

Las funciones componentes de f sonparaj=112,--., m

£ :R* >R

Ejemblo 20 Sea f la aplicacién definida por
R3 — R4
(@y.2) — fl@.y,2) = (cosz + z,ye™ ¥, a2 + 2% zy)

Sus funciones componentes son:

Una aplicacién lineal f : R™ — R tiene asociada unamatriz A € M, .. de tal manera que f(x) = Ax € R™. Para
construir lamatriz A se ponen las imagenes de los vectores de la base canonica de R en columnas. La matriz A se llamala

matriz asociada a la aplicacion lineal f.
- .

Ejemplo 21 Sea
iz R?2 — R®

(x,y) — flz,y) = (2x + 5y, 4 — 2y, y — x)
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Definicion 22 Sea f : G C R™ — R™ yx, € G tales que existen las derivadas parciales Di,fj(mo) paracadai=1,... ,ny

cadaj=1,.., ,m. Se le llama matriz Jacobiana de f en ¢ a la matriz de orden m x n:

Dy () oo Dy [ (4 V4, (%)
J“ (Xo) = " : = :

: ¥ ) (%
Dy fnlHe cecmmn D, (1D Vin
También se puede expresar de forma abreviada utilizando los vectores gradientes de cada funcion componente:

V(o)
Jf(wo) — sz:(xo)

Vf (o)

« El vector gradiente es una generalizacion de la derivada.

« La matriz Jacobiana es una generalizacion del vector gradiente.

Definicién 23 Sea f : G C R™ — R siendo (G un conjunto abierto. Diremos que f es diferenciable en ¢, € G siy solo si

existe la matriz J f() y ademas:

lim [ f(z) = flzg) — Tf(xo)(x — )|

=0
Z=*Tg [ — |

o lo que es equivalente:

lim [f(zo + k) — f(mo) — Tf(xo) | _

0
h—0 ||

Diremos que f es diferenciable en (3 si es diferenciable en cada punto de (3.

Definicién 24 Sea f : G C R™ — R™ siendo ' un conjunto abierto tal que f es diferenciable en x, € G, se llama

diferencial de f en T a la aplicacion lineal:

Df(z,) : R — R™

h — Df(z,)(h) = Jf(xo)h

Dicho de otra manera, la diferencial de f en € es la aplicacién lineal que tiene como matriz asociada a la matriz Jacobiana de f

en Lo,

10. Calcular la matriz jacobiana de las siguientes funciones en los puntos que se indican:
- a) f(mv y) = (:1:2 —-Y, 01 sin(a:y), eZy)’ Ty = (07 _1)

- b) flz,y, 2) = (In(zy), xz + yz,%—kg— 1), z, = (1, 1,%— 1).
o f(@,y.2) = (sin(ay), (cos @) (cos(2z + 3y))), & = (0. 3. 7).
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2.5. Relacion entre continuidad y diferenciabilidad de funciones vectoriales. Aplicaciones continuamente diferenciables.

Se puede demostrar que f : G C R™ —» R™ es diferenciable en x, € G siysolosi f, ..., f,, son diferenciables en gy

ademas:
Df(zy) = (Dfy(zg), .., Dfp(xg))
Por lo tanto:

Df(zg)(e;) = (Dfy(zg)(eq), ., Dfp(xg)(€1)) = (D1 f1(xg), s Dy frn (@)

Df(zy)(e,) = (Dfi(zg)(ey,), - Dfn(®g)(e,)) = (Dpf1(20), s Dy frn ()
Y como la matriz asociada a Df(:l:o) es Jf(mo) se obtiene lo que ya sabemos, que:

D, {, () -- == Dnf, (% VG 06)

I-(U(O\'— . = '
Dy [ k) === Dl 1) V¢, 06

Definicién 25 Una aplicacién f : G C R™ — R se dice continuamente diferenciable en , € G si son continuamente

diferenciables en Z( sus funciones componentes.

f se dice continuamente diferenciable en (5 si es continuamente diferenciable en cada -, € G. En tal caso se dice que fes

de clase 1en Gy se denota por f € C(G).

Evidentemente si una aplicacion f : G C R™ — R™ es continuamente diferenciable en T es diferenciable en Z¢ puesto

que sus funciones componentes son continuamente diferenciables y por lo tanto diferenciables.

Ejemplo 26 Dada la aplicacion:

f:iR2—R?

(x,y) — flz,y) = (@* +y.y° -z, 2y)

calcular la expresion de su diferencial en (3. 2) y caleular D f(3, 2)(—1, —2). -
—_—mm
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f:(a,b) CR— R™

r — f(x) = (f1(2), ., fu(@))

resulta:

Sea:

f:(0,+00) CR — R*

x — f(x) = (In(x), 23, 2, cos(x))
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