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FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES REALES:
LIMITES Y CONTINUIDAD

1.1 Funciones escalares y vectoriales. Curvas de nivel

Definicion 1.1 Una funcidn real de 7 variables reales (también llamada funcion escalar) es cualquier aplicacion:

R > R g W —9\RX y
X2 _
(X, %o oo s Xy > (00,3, - ¥n N eR Bhxad—s x.+x:_—\6

X'-X—;,,_ _-,Xv\ \T-\Y\d\s.p . % WQQ\Q .
\6= %QX\,X—)__-- x.\\

Una funcién puede estar definida en un subconjunto A de R™. En ese caso escribiremos f: A C R™ — R.Sin = 1 setrata

de una funcion real de una variable real.

Definicién 1.2 Se llama dominio de la funcién f al conjunto:
Dom(f) = {x € R"/3f(z)}
Se llama conjunto imagen de la funcién f al conjunto:

Im(f) ={y € R/y = f(x), para algn * € Dom(f)}

Exemplo 1.1
. gy 4
fiRP— E(m,y) B fley) = 22 +y2 + 1
.(-.\ﬂ > ‘R
40
W — _‘(}()v‘i)z Tz 2, XQ-‘\'USLJ" 1 +0
X3y e dormi= R

Sempe®
1. Calcular y representar el dominio de definicion de las siguientes

funciones:
unciones x'L+ (ﬁz
a) flz,y) = etV o) [ixwy =€
b) f(z,y) = In(a® + 4> —9) dom § = RE
c) flz,y) = (xz +1)(y—2)
= In 2
Z;ﬁﬂ;llﬁﬂ) b) Rtx.w3=l?mtx"'+w’~q\ oy X o &
f) fw.y) = el K 4q-q > O
X W >Aa
Xroy=9
Csoand CO,0)

T=
domf=d xe® | x¢ 5"—‘*>°1S
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e

N
(x4 DHYW-3D >0 " i
X+d=0 —> »x7zZ =\ Y2
/ Q-a20 — ¥>2
\ X1 O — * ‘_-—\‘
Ww2¢0 —* Q2
. Y
=~
Cxe-\) AT
éﬁm_\u,u)\:-\(,(,\,pe\p} [ x>,9>2 o % )
A) foxud = e xy e XD i
x> \
>0
X‘ﬁ-\- x7'> o / g+x>o \5)-‘& \ 3
X L O+ xD>0 7 b y
W+ x40 Wé- ..
N
R e *13 \g-—'—x
>-x ; %£0, 4 X=0
= dx e | x50, W>% )
R — Selo & aso x=9
=0 = =
e) .[Lx.\g}—_ :‘_ - \io"'.:s_\ 3zo
R 3o 30

domix =* (SO e\P?'\ q(0 ,0'3 (t

¥ -

) lww=¢€ Q=0
éor'\x-"—';!‘&\%:"o‘\ WL*—‘Q—:Q
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Definicion 1.3

Dada una funcién f: A C R™ — Ry una constante k € R, se define la curva de nivel k de f como el conjunto de todos los
puntos que tienen imagen igual a k:

Cip = {z e R | fle) = k)

Las curvas de nivel de una funcion de utilidad se llaman curvas de indiferencia y las de una funcion de produccion, isocuantas.

K=0 Xau-u=o X+y=\ oS
=5 x"'+c3"'_\4 =< x’E..\;= %
P 2 z_o =)
Lo\ Xay-ys-4  Xays
=c x‘+\0_\1 -2 x7'+(,3‘=; =2

2. Calcular y dibujar algunas curvas de nivel de las siguientes funciones:

flz,y) = 2 +4°
2; f(fc,iﬁ):iz_iy o) foxxpd =g
d)f(r,y)=?y , CK_-——J\ >(&“:i’- \ S(,,\o_ V_((
e) flz,y) =5 +4%

k=0 ><¢+L§"=.O > x=94=0©

oo
ket Eers) = Ocon O

o PR
=2 =2 => _
w X%\ vy co,o3‘"r”
2-
w=l  Xray=4
e WO =2

o
o) foru = X2y

Cye = 6\;(&\?3 | x"—2&3=\»‘7&
2

2 = =
W= =

> . = X
Koo =5 X-294=0 2\=X

- = x=\
w= A =2 xq—_l\:)—\ "3- =2

— =xF_2 _ -\
we2  XVEL QT 7

LY
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Q) fxW= X«

=0 X‘\\ﬁ'—'o (3—_-_—><
v=\ X+ =\ Y=—x+\
w=2 Ran=2 = - x4
C= -\ X-Hs:—‘\ \3:—)&—‘

a) firy) = X%

X=0O

WL=0O XMW=0 <t3=0 \
wel oxqel gese \\\x
. = =
X= 4 =l 9=
w=-1 X9 Q= =
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Definicion 1.4

Una funcidn vectorial de R™ en R" es toda aplicacion:

2
(AR —> ¥

O — (X% y XY > W)

Y

C \Q?_ . W

fACR* > R™

K —> \S=_"(>A Siendo x= (X, %a, -, XD e Ac R
Q= 854, 8md e RT

Toda aplicaciéon f : A C R™ — R™ determina m funciones reales (o escalares): 1 CXHQ il X&
_(.;Acn’{h___—;ﬁl L e — =
J X — ‘SS=_(3LX\ V= A e, W) — X+
2 "}3 IR —> W
R — ® ey —=
. Wi |
que se llaman funciones componentes de la funcién f. L — (x, b)q,)

El dominio y el conjunto imagen de una funcién vectorial se definen de manera analoga a los de una funcion real.

1.1.1 Operaciones con funciones (reales y/o vectoriales)

1. Suma: Dadas dos aplicaciones del mismo tipo f, g : A C R” — R sepuedensumarylasuma f+¢g: A C R” — R™

viene dada por:
(f+g)(x) = f(x)+g(x), VrecA

2. Producto por un escalar: Dada una aplicacién f: A C R™ — R™ yunescalar \ € R se define la aplicacion

(Af): AC R = R™
(Af)(z) = Af(z), Yz e A

El conjunto {f/f tACR" — Rm} con las operaciones suma y producto por un escalar tiene estructura de espacio

vectorial.
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3. Producto de funciones: Dadas dos funciones f, g : A C R™ — R se define la funcién producto (f- g) : A C R™ — R:

(f-9)(x) = f(x)-g(x), VxecA
Nota: Esta propiedad solo es valida para funciones reales (1, = 1).

4. Composicién de aplicaciones: Dadas dos aplicaciones f: A C R — R™yg: B C R™ — RPcon f(A) C B, existe

la aplicacion compuestag o f: A C R™ — RP definida por:

(go f)(x) = g[f(x)], VxecA

5. Inversa de una aplicacién: Dada f : A C R™ — R™, se define suinversacomo f~1 : f(A) C R™ — R™talque:

fﬁlof:idA Y f°f71 :idf(m

La inversa existe si y solo si f es biyectiva.

Nota: Todas las propiedades (salvo la 3) son validas tanto para funciones vectoriales como para funciones reales.

1.2 Limites
En lo que sigue, denotaremos por A el dominio de definicion de una funcion (o aplicacion) f, y por a un punto de acumulacion

'
de A (oa € A).
Definicion 1.5

Dada una funcién (real) f: A C R™ — Ryunpunto g € A, sediceque] & R es el limite de la funcién fen el punto a, y se

7~
denota glﬁlgllz flx) = L, si: L€ I

Ve > 0,38 > 0 tal que V& € B*(a,8) N A se verifica que f(z) € (I —¢€,1 + €)

0O, dicho de otro modo, si:

Ve> 0,30 >0tal que Ve € A,x #a,||lz—a||<d=|flx) 1| <e

R
Definicion 1.6
. m Y
Dada una funcién (vectorial) f : A C R™ — R™ yunpuntoa € A, se dice que" t: (L‘ Q.,,') -eey Q_m\ ¢ \R © es
el limite de la funcién f en el punto a, y se denota nglgtll f(m) = l, si:
’0~ X
Ve> 0,30 >0 tal que Ve € A,x #a,||lx —al <d=||flx) -1 <e _‘Ug)

WWW.TUACADEMIAFACIL.COM
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Teorema 1.1

m
Dada una funcién (vectorial) f: A C R™ — R™, unpunto g € A', L ( ?4, L, -y QW\\ e®

Verlic we )
erifica ¢ Lim [0 = (1,4, - ln) & g(tv;\. 5(3M=Q3 ¥y lejem

x>0

Es decir, para calcular el limite de una funcion vectorial tenemos que calcular los limites de sus funciones (reales) componentes.

Teorema 1.2

El limite de una funcion real o vectorial en un punto, si existe, es Unico.

1.2.1 Operaciones con limites
En lo que sigue, supondremos que las funciones f y g cumplen los requisitos necesarios para que se puedan realizar las
operaciones indicadas. Ademas, denotaremos por @ un punto de su dominio de definicion que es también de acumulacion de

este; y supondremos que existen lim f(x) y lim g(z). Entonces, se verifica:
r—a r—a

1. Suma/Resta:

lim[f(z) + g(x)] = lim f(x) £+ lim g(x)

r—a r—a r—a

2. Producto por escalar:

VA ER, lim[Af(z)] =Alim f(x)

r—a r—a

3. Producto:

lim[f(x)g(x)] = lim f(x) - lim g(x)

r—a r—a AP0
4. Cociente:

o f(@) iy, (@)

zaag(m hmm%a g<m)

Siempre que g(x) # 0, Vx, y que il_r}r(lzg(.’B) #0,
5. Potencia:

lim [ (2)9%) = [lim f(a)]'me-09()

r—a r—a

6. Logaritmo:

lim In[f(x)] = In[lim f(x)]

r—a r—a
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1.2.2 Calculo de limites
Para calcular estos limites, en general, sustituiremos las componentes del punto en el que calculamos el limite en las 5_ - SOS'\\'\QUDF ék\tkk .

correspondientes variables. S, o sushline V>
B v~ "2 R \/

Por ejemplo:
' 5 5 2 - Urmdes rertesodos.
(z,yl)lgh,z) t+y 1+2 3 Deem (Qm ,\_c,g\\ = A
R0 =D\
Al calcular estos limites, al igual que en las funciones de una variable, pueden aparecer indeterminaciones (por ejemplo, el Q:m L g - -\-b‘\\ e %

P31 x D0

= o Lmi=
h+b = o exsi

cociente anterior cuando (x, y) — (0, 0) resulta 0/0).

Es entonces cuando aparecen diferencias con el caso de funciones de una variable. Mientras que en estas solo cabe

aproximarse al punto por la derecha y por la izquierda, ahora podremos hacerlo de infinitas maneras distintas a través de todas

las "curvas" (entendiendo por tales todas las funciones continuas: rectas, parabolas, etc.) que, perteneciendo al dominio de A S S | 2D
— e) = W

definicion de la funcion, pasan por el punto.
. o~
S\ ensle , 9O :

Es evidente que no podemos calcular el limite a través de las infinitas trayectorias posibles. Haciéndolo para algunas concretas Ao O~
axsheec. we

podremos concluir que el limite no existe si a través de distintas trayectorias obtenemos resultados distintos o conocer su valor,

. . ] . . e . IR b
si existe. En este ultimo caso (existencia de limite) se puede confirmar empleando la definicion. f\

Veamoslo con mas detalle para funciones de dos variables.

2) Uit ducesiorsis=
Crectes))
t&: YW RO

i i #9) S @ olledn Sipacde 3o
e Qe enste

1. Limites reiterados de la funcién f : R2 — Ren (xg,y,) € R?

lim { lim f(x, y)}

Y=Y LT

r+y—3
Ejemplo: f(x,y) = y%en (g, yo) = (2,1)
-3 -
lim {lim %] = lim [L—z ] =L1inilco = oo
z—-2 [y=1 .y — 1 r—2 22

lim [limm—i_yzﬂ :limy_iz Qm-- A = A

y—1 [z—=2 Yy —

iOBSERVACIO'N MUY IMPORTANTE!
Una funcidn puede tener limite en un punto y no existir alguno de los limites reiterados en ese punto.

1 &}1 = 5y L, = 8 (Distintos): El limite global NO existe.s

2.siL; =1y Lz = 00 (Distintos): El limite global NO existe (es tu caso).

3.\siL; = 5y L, = 5 (Iguales): El limite global PUEDE existir (y si existe, vaIe}

), pero hay que comprobarlo. \

4. siL; = 5y L, "no se puede calcular" (Error/Oscila): Aqui es donde aplica la

observacion: el limite global podria existir y valer 5, aunque el método reiterado

haya fallado.

WWW.TUACADEMIAFACIL.COM



2. Limites direccionales de una funcién f : A C R™ — R en un punto

Se dice que f tiene limite en el punto a en la direccién del vector v si existe el siguiente limite:
lim f(a + tv
t—0 'f( )

Caso particular para funciones reales de 2 variables:

Limites direccionales de una funcién f : A C R?* — R enun punto (x,y,)-

Alternativamente, puesto que y = Y, + m(m . zo) es la ecuacion de la recta de pendiente 1, € R que pasa por el punto
(:1:0, yo), al dejar 12 como un parametro estaremos calculando el limite a través de todas las rectas (salvo la vertical) que

pasan por (g, Yg)-

Por lo tanto, los limites direccionales de la funcién f : R2 — [R en el punto (), 4,) también se podran obtener a partir de la

siguiente expresion:

lim  f(z,y)

= lim fle,ys+mixz—=z
(@.y)=(w0.90) Jim flz, yo +m( ol

Y, por ultimo, el limite de la funcién en el punto (zO‘ yn) en direccion vertical se obtiene a partir de la siguiente expresion:

lim  f(z,y)

= lim f(zq,y)
(z.y)=(0,y0) Y=Y
3. Limites seguin trayectorias parabélicas de la funcién f : R* — R enel punto (g, y,) € R2

Puesto que la ecuacion general de las parabolas (de eje vertical/horizontal) que pasan por el punto (:mo, yo) es

Yy—yo = k(x —2y)* <=y =yy + k(z — x)*

z—xy =k(y—y)® = ==z + k(y —y,)*

Donde k € R es un parametro.

Los limites de la funcién f : R2 — R enel punto (z“. yn) e R2 segun las parabolas anteriores seran, respectivamente:

lim flz, y, + k(z — x4)?]
T

Jim Flag + Ky —yo)?, 9l

“)

EJERCICIO. Calcula si existen los siguientes limites:

) =7 . Ty
a 1 In( —= b 1 B T
) (m,u)lgl(oo) 1 <12 + y2> ) (:c.y)lgl(o,o) 2 + 42

2 z—1

lim ———
(ey)—(13) T +y—4

<) d) Donye

lim %
(zy)—(1,3) T2 + Yy

(N oS roc
erle —
o Osormds  dsQaraon e
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A
ki)

wmw L 2
) 2109) %9

Wl

2 2
0 Y (%)

- faling. Sheat BN
Y=mx 3 (Y

R20
2

Q. ~ o -
- o~

Qq=r> P

X0

i
©.

‘3;”\)‘

= QJJ"‘ .’::2
QW= eR g -
A=DVO

A+Q £ f”"”
= e

(foqedsuvos @k

A= Ax V%~ XN
S\ dsperdia <o W -
o Q}FKS\e o

100% e <Q

o VIO Wda-s M“

o) Q:.rr-

(xyh.a(0,0\

e \\

- \ &; ><"'+‘3

K DO

7\ EQ
3-90 ( 7"9'0 »IV\(' AL +\-?\.\
Que - % 2_\V)
Koy k,“ =) = ﬁ*_m% 3-,%?1\‘\
4->0O W0 W L

Aogperde
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= O~
K=\ )

W= =

x-ac KD‘M —“\ Qo dmd = QN‘ © =2
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voda ,
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5 Qe X3

-0

S e

%:: ‘3—':0 "*-"3"3 %-:;k \ %;; O .S [ exgle & \rone 3

' Q <de yole O,
420 \ x=0 ><"“ 3= &m\ L——X“ 'saoo =©
Oox osascov oS PO oS
. ™ .% . m‘g Q’_' mg
mm —)SQ—- = o~ _\5——" = Qe A = = x=r;\5 \E/Lm"«-\B
7(-:?“‘& 7(1—4-\37’ ;\'=ﬂ\l:) Cm%\z_\_ \s )(.——n‘\\ﬁ o ‘Q'\‘% =
=20 Y>>0 N
Q= A4
o |
CON\Q WP\&Q
U 2
¢) Qv X _ 2.3 _ _;__2\
Cxopd-> (*Q )?'-HS\‘ AL
) \
X =\ - A-A _ o
Sl T S
x-1 X — DEFRA = ﬂ - \e
- - — <Q N
:k-%k \\03‘5 XHg- x»)\ >4 =

Rl [ Qi Z=M\ _ O R_’\= Qe o =\
Q> XA\ X-\—\s'ﬂ wo3 90—\

I g
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1.3 Continuidad

Definicion 1.7

Una funcién f: A C R™ — R es continua enun punto @ € A'ﬂ A siy solo si:
lim f(z) = f(a)
T—a

Es decir, si:

Ve > 0,30 >0tal que Ve € A, ||z —al| < d = |f(x) — fla)| <€

Una funcion es continua en un conjunto contenido en su dominio si es continua en todos los puntos de ese conjunto.

Una funcion vectorial es continua en un punto @ si son continuas en ese punto todas sus funciones componentes.

Teorema 1.3

Si f y g son dos funciones (reales o vectoriales) continuas en un punto a, entonces las funciones:

f+g
fg

f/g (siendo g(a) # 0)

también son continuas en a, siempre que estén definidas.

Teorema 1.4

Si f'y g son dos funciones que se pueden componer, f es continua en un punto a y g es continua en f(a) , entonces g o f es

continua en a. mn _‘_ ‘R"‘ 3 R?
Observacion 1.2 Q—— (( — %(.‘(.&\

Las funciones elementales:
flx) = k,In(x), 2", a*(a > 0),sin(x), cos(x), tan(x)

son continuas en todos los puntos de su dominio de definicion.

Las funciones lineales y los polinomios también son funciones continuas.

WWW.TUACADEMIAFACIL.COM
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EJERCICIO. Demuestra que las siguientes funciones reales no son continuas en los puntos indicados

3/2u2 1 443
e—+Lz se T 0 L—Fy
) f(w,y)={ o e (0.0  b) Sy = e CT70 w0
se xry 0 sex =0

VEP ;
o) f(x,y)={ ety PV a0

5
0 seyd = —x2

a) Si ?»\ero. b (0,0) S\ o a; ombiwea o)
L: e);tﬂ' Qo ><1+t_:\
m - 00D ~ x4
X0 =10,0) Yo i) SO0 . # {00
{t90=1
QA.W\ 3{“1‘53
O\,&g) 519, ok X'\.
\' Lm e ’“—'\ )- QA% = Lim e+
x-so 4=0 X320 4
: mg¥+ € Fentat) S
a&r\:’% C TR = """‘3 8 wm e’:"‘ e Yoo - %A"
9429 ©w-0 %;':% -y TR
= %U&,\g) wo wmbtirua en (D;0)
) U e | %0
Lixy) = X en (0,0)
o x=0
Verumos  Um L) = {100y =D
2
D] 3 31 P2 2 md oS
f Nalmafetmd® g, WAV
Y =mx = Yy=mx X y=mX *
X0 A0 x-30D
S
. ! LN 2
= QAW\- X NWm+m Qe v~ % Dl
- -~ 2 ___>) \
ﬁ;mx x ‘0=mx \)“’\'z'+m d’-—Ou‘d&. 39
x>0 x>0 o S WMo -
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2
iy + e (00D
) [Lxw)= 4 s _Sh )
© -
L opd =
Q’;"'\ S(-x\‘ﬁs - ?
Lx‘\q\,h\o,o) §__ 2
- Q* X — -Q,um ( O = O
L 22 Fe)” 5 (Fe)
Gm | Gm X8 \_pm S=o0
“%0 X->0 xzﬁ +‘3‘5 ‘Q__)D S
Q-

Qo 5£ = Qi \]m"sl'tf - Dires

s 2 —rar 2 S:
x=my ¥ {x « (,SS %=y (m\&\l_ML_‘_\S A= w %‘\&W"’f(’\

§-=° Q=0 =

b S g/ Tm =l
A=y @ (i) x=m gledmad 7
QDO W->0

r\‘\\w.

= A.mele,—i e
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EJERCICIO: Demuestra que la siguiente funcién es continua en el origen

LSVR\ ‘ £ 35 : f\t.'\):..é\) =

1 \ :
2zysen——— se (z,y) # (0,0) L Y- {00
flz,y) = 3z2 + 4y?
0 se (z,y) = (0,0) \Senx\ &4
' ' ) =
Qe . A _ O -0 &,,, Qvern L) = Qa.n-\ (oo —
2*:0( b Axy- 2o ) = Q;:o (0.acst) L s
% wosen = Y= U Zmy sen -*._ = 0.0t =0
x=ﬂ;‘% (a.m\a ‘ﬁ sen ang\ *q‘\ x-mg \3 307 Q_‘_\“s\_
Y=o ‘w20
X=ruon® ‘2\ =Y —
~ 2rupd.TS\nd - Se~ —
Y= rsn® PR 2 (cbpdY 4O (rSwndY
—~ &n’\ ~\-L7\\*\
ogum 2 S\ns Co_se S~ = 0.awt = O _l (0% '\3
r20 ‘ar‘cs*s-»‘l?‘s\ﬂ"s' = o200 C\)
\Svner\ 2\ YooY &) -
Lix, 9D ont WO
EJERCICIO. . Seala funcién

iyt
flz,y ={T sixz#0
( ) 0 siz=0

Comprueba que existen los limites direccionales en el (07 0) y son todos nulos, y sin embargo la funcion no es continua en el

(0 0). (Sugerencia: calcula el limite a través de la curva = y4).

) .
x—)o k EYY xeo X %20
\\

&).TY\ Xfﬂ“ \ = +w g

% 4o\ < .;,melq O M = m >< et
. _ o =

Q"T 5_:—%_ 3 ‘Q%J":" — Yy=rmx * d=mx _(9
lQ-m: <=2 O x>0 RX=>0
A2 aM, M

G M . PR . Azn)
f KW o 0 D225 _,“A. Do ‘%,L*é__xo:@q

= :’A Dmde = N = =t QD
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EJERCICIO. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones

a)  f(z,y) =t 422 -2 b)  flz,y) =l (22 +y* +e?)
zy se (z,y) # (1,1) z2 —y? s (z

C) f(m,y) — d) f(m,y) — { 1122 _|_y2 ( 7y) 76 (0, O)
2 se (z,y)=(1,1) 0 se (z,y) = (0,0)

322 +y sex#1 2% — 2% sey>a2?
e) flz,y)= f) fl@y=

-2y sexz=1 y—3 sey<a?

x;;y se z#£0,y#0
g flz,y) = x  se x#0,y=0
y? se z=0y#0
0 se x=0,y=0

2 2

qu(:)‘— a2 x+Y

R S{(x,\@ =€ S\(x,VQ-*c £, GeunD
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EJERCICIO: Calcula, si es posible, el valor de C para que las siguientes funciones sean continuas.
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