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Y GEOMETRIA.

Aplicaciones lineales y espacios vectoriales.

;Qué es un espacio vectorial? \ —> vecdhvuwe , K = «wlores Cenarps)

1. Sumadevectores: w,velV = WiV € V
&
2. Producto por un escalar: e\ V& Vv = avel

\fu.,'\!,\)-e\/

&)  “kaven mv\pﬂu':
C—\’;K)+’ = V'O()@GK

Axiomas de la suma de vectores (grupo abeliano)

+ Propiedad interna: weV , VeV =» wave

« Propiedad asociativa: (w4 &+ W = w4 (V+W)
- Elementoneutro: A 06V 402 qua w+O =W

« Elemento opuesto: eV 2R —ueV o gqua Ww+C- w) =0

» Propiedad conmutativa: w+V = V+\@

Axiomas del producto por un escalar \]

- Propiedad interna; ol & % VeV = N & of

« Distributiva del producto escalar respecto a la suma de vectores: o (V) = Xu XV

- Distributiva del producto escalar respecto a la suma de escalares: (X +[b)-V = -V % PrVv
+ Propiedad asociativa: O‘vCPn)'B = (X-B\.v

+ Elemento neutro: I A o v 4= Qque AN=V

¢{Qué es una aplicacion lineal?

Dados dos vectores cualesquiera u y v del espacio V' y un escalar cualquiera a, la aplicacion ¢ R \l S W
¢ :V — W eslineal si: * C'U-)
N W) A
v L Blarvd = D 2]

oL > ¢ (awWd) = o @ ()

1. Respeta la suma: La transformacion de la suma es la suma de las transformaciones.

d(u+v) = ¢(u) + o(v)

d

2. Respeta el pr por lar: La transformacion del vector escalado es la

transformacion del vector, escalada. ¢ (a, A+ b N 5 = O wcr\"'3 “ b ¢ cy X

é(an) = ag(u)

e > T
Consideremos el espacio vectorial P,, de los polinomios de grado menor o igual a 2. Una base ¢ . (PQ- A \
estandar para este espacio es B = {1,z,z%}. .PC%'\ _—— ¢ (&> C}‘-X) . ? CX)

Ahora, definamos una aplicacion lineal ¢ : P, — P; que sea la operacion de derivar.

6(p(z)) = F(a) . \ | A o
A Frpid+qGA) = PO+ gAY = PO * L) = B RO

D & (opoN= (a .9(_><35\ = o.. Q\C?‘) = 0. BN

= O
o 4 Po0 = S Bx a2 B =5.2% 4B 4 42.0 = L0743
¢(';?= B(S>x A+ DX+ = ‘53250?3-\-'59‘@3 2. = ‘
20t =2 cone ae (OO
. . D=0 -6 & e fLxY S O A= \0
Théc\ &+ osouode : = 210X U (<)
BN =4 . E~ lo ‘wmm= A> . & l
= . 2
B (D = 2x - En o Sowe Al =d 012 BCxD
Una Proyeccion
La Derivacién (Ejemplo 52): El operador derivada, D, que toma una funcioén de ol Consideremos la aplicacion P que proyecta cualquier vector de R? sobre el eje X. Su
(funciones derivables con derivada continua) y nos devuelve su derivada en C” (funciones formmz;i:(z’ v = (Lg;ﬁ. Aptic. Quneol
continuas) es una aplicacion lineal. P - _— B _
N — x,0) % PLLX, %) + (4,80 = Q
La Integracion (Ejemplo 50): La operacion de integrar una funcion continua en un intervalo = P(_‘)(N.\&, b xﬁ-*‘ﬁz\ = \gl:\f_"__
[a, b] es una aplicacion lineal que va del espacio de funciones C([a, b]) al espacio de los ~ =X, o)+ Y, , O\ ..;’P(x\)\.&\\ X
. * - =
nimeros reales R. S‘c"'Q AX = S_ﬁ ¥ S%dx S“'g ax = &S_‘Q’QQX (o0a SN= (0 D = o P ;0D ?0‘2.‘5;\
1 °
El Operador Nabla (Gradiente) (Ejemplo 54): El operador gradiente, V, toma un campo (I ! e C l&“} _D CCU-W)B
escalar (como un mapa de temperaturas) y lo transforma en un campo vectorial (un mapa .-‘C:Q R R V'\'bd
de flechas que indican la direccion de maximo crecimiento de la temperatura). Esta es una v " ,1 ab
aplicacion lineal de L = (;x\‘ ) T
Cl (R”) a (CO(R"))". &_—— —_ - LS-};‘\ Sb&e?\k .
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Aplicaciones lineales de R" aR". .
o . . g — R

Aplicacion lineal= multiplicacion por una matriz

« Dada una matriz A de tamafio m x n, podemos definir una aplicacion lineal ¢ : R — R™
simplemente como ¢(u) = Au.

« Yloque es mas importante, al revés también funciona:

toda aplicacién lineal ¢ : R” — R™ viene necesariamente representada por una matriz A

de ordenm x n.
Ejemplo 55 3\
= (“103 = ¢ ('.Q"D\:' (5 J o) 1

Consideremos la aplicacion lineal ¢ : R? — R? dada por:

e W) = & (0,4\= (4, 2,-3)

O(u1,u2) = (w1 + ua, 2uz, us — 3uz)

A 4\\ k“‘\ (\-l\*“z
2t
gy =Aw = KO e =\ e

A -?
B10) Pp

Las formas lineales
Una aplicacion lineal

¢ : R" — R (es decir, el caso m = 1) se denomina forma lineal. Su matriz asociada sera de
tamafio 1 X m, es decir, una matriz fila

> =C L.O,Q’\
Ejemplo 57 B — R (=2

S e o,V
La forma lineal (@, N2, Loy w,* B\ - Q“'S = 20

€ = CO,0,\D
d(ur1, ug, uz) = ug + 3uy — 4ug

—&BCcL,o0N =4
Bl = B.w B =%t w ¢,Ce\3 &

B ey =B 0 = (@ C%

&b ey = & LO,0, ) = -U
5 ¢(.el) ¢(Ez) @@3

Conexion fundamental con el calculo: el diferencial.

f: R™ — R™, sumatriz jacobiana en un punto a, que denotamos f'(a), determina una

aplicacion lineal. Esta aplicacion lineal se llama el diferencial de f en el punto a, y se escribe como df(a)_
La relacion es directa:

df(a)(w) = f'(ayu 5 2R 2 (e w = Y 2E ) Ay
oo e A g 3-2? E-iunindie 2 54 S A 3% S
%W\D- QLV\SDQ.,

{0 = x- < wgbwm&m& Qe o o Jprush s Ao
O poso 7 oo w2 Josclhove. e =24 O'Q-PS'%QA\‘P—LABT\.
Ejemplo 58

La funcion

f(21, @y, 25) = 212925 nO es lineal. Sin embargo, su diferencial en un punto, por ejemplo @ = (2, 3,5), si es una forma lineal.

%
. —R .{‘m\ = (%X , ¥)p, XXa)_ = (45,10, 6) = 4500 +
(.x‘anx%.,x — X%y ’

'S
Sen A,er\g).p& e~ Ve PR . -
eRmpEW CAD,E) & Y QPWQ_ 2 Su wldR dosdaore @u as. punrs

Qnol - -“LG\ C ')a,‘e-wv\q. e us &u\m.(.um.oQ

= - < ~
20.(0,4,0> ¥ G-UD.;Q)\\ = = 15€,+10.C; &Cs
dECoN = 1SAX & 04X ¥ & Axy,
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Aplicaciones multilineales.

Y :Vp x Vo x -+ x V,, — Vj se dice que es multilineal si al fijar todas sus variables menos

una (la j-ésima), la funcion que resulta es una aplicacion lineal en esa variable j-ésima.

Bilineal: Tiere 2 vedwa & erdeda : B2 axVy —aVo
Trilineal: Tere. & Vectves da erdede . o
Multilineal: S< e\ @poco da \egeds. == R (lo ogiousn Yora vameg eAwel “ avvelve

Ve ARMRRD) Wiy xVakVa% oo ¥V — R
Ejemplo 61
e LaSuma (Forma Lineal, NO Multilineal): LCx,y,2) = X+1y*¥2 5 o= ‘%‘mc- Qinco
No & WlhlunwQ : St Ruers= Y=Uo, =%  qOLH= X+ Caet+w)
(8% = % R
e La Multiplicacion (Forma Multilineal): QACAAKY = Xie 2 + Ly +3)
DLx9w,a) = =42 No - ol e~ UKD =X+ ety QLEN=% ¥ (et )

2 D B0 ,M,AN+0G Moy D) = B(X4%a , Wiz, 2+ 2 (X R) (CRELRY
g Cx‘)\S\Q\\ =><|-‘1'%\ dcle%?-)ql\ = x"'\az'al

%CX\+ X‘L\

H~
P+ GOk

Aplicaciones simétricas: \\?ﬂt
Y no ol .
Vvo. oo~ ol 9s suretrie oil o  permular &,hmmnoge,dwb"—

Ejemplo 62: El producto escalar L
WD =u v a HPuro bltamQ. suntaiG -
A Y C— w.V = V.U
a‘QA«-\g.r g = 2= Qunaol
€~ Ul L\ ety

Aplicaciones antisimétricas: . A As.
Uve pls coudbn a2z orfaurnilcie & R \hkl‘{o-f"‘(*ﬂ\? den do sus sl J Q< v
o o ptsourn  Cowrdae & BN -

Ejemplo: El determinante = w~e opiowu®dn  o\Klirasl NS

. _ W, W
Ejemplo 64 w=CQuw, 4D det Cu ) = \\1\,\ \|:.\ = W\, - WL\,
n = 2:det(u,v) = ujvy — uyv;. V= VL, Vo) &;C\,O\
(s ——— R €2= 0,0
-~
(00D A LU Y dab (W@ + W |, V& V. €2) O = B,S)

" w,V
N, O CCa,eN BLLD ¥
= Uy, et e e + Uy U, def (8 €2) - Wa V.- 3 (€200 e =\

+ Q2N debr(e2,C) A — Bx e =\ o

= Qo -3V
. =3 n E = Aok (€2, @\ = \?_ é\': =
Volumen k-dimensionalen R.

paralelepipedo k-dimensional, que llamaremos P, esta determinado por k vectores,

ug, uy, ..., Uy, que parten de un mismo punto en el espacio R™. &
« Sitenemos 1vector (k = 1), generamos un segmento (P;). Ti= {? AM? oct &‘13 - \ /
2 vectores (k = 2), generamos un paralelogramo (P). P,_: qp -\-t‘-\? 4-‘\.:? . - .‘ .
3 vectores (k = 3), generamos un paralelepipedo (P). Deti,t e Al{

. :
Pac (P s TV + 6, W oLk, 4, b €\
Férmula general para el volumen k dimensional

volumen k-dimensional del paralelepipedo P asociado a la matriz A (de tamafio n x k) se

define como:

|Py| = 1/det(AT 4)

Caso particular que ya conocias:

H
Y Pel= VdeX (AS.AY = \;dekcA‘).éach\ = \bet AY = dckA
N =

V\Q\W.‘M = J.Ams\b-’v\ C—;(p:uﬁ
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Ejemplo 68 Nowwer con vahes: f,=04,%,2) P,=(1,56) =040 K= )

-
Wz P-Po = (3,2, n=K PO

3
" w _ 4« - \_')_\-\_\.\’)_ 6 _\3.\ = -2\
z: B Po = (3,4, 4) (%) Ived \wi= \Aet \2 -\;. 9_\\
W =—10,-2,0 Vdumen 32 W3

— .- = \
Ejemplo 69  Ayear ¥omsplo T po=(4,2,0) £ =03>,0,-D P2 = 06,1\

\T\=—;_— ,fw:u?.m

< 2 S‘ K?ﬁ’ \7'3
- Ta[2 -2 \ "2 -l )= \\2 26
W= P\—?oztl,-l,-53 AR (S -\ O -8 ©
- _ T\
V= ®-P=(5-4, O) LY. AD = ?_:, ;_’?; \ —22326 -2 3

= 2 3\na
=5

Tensores, k-formas, producto exterior, jacobiano.

« Tensor: Un tensor de orden q es una aplicacion multilineal que toma g vectores y devuelve

un nimero real. Es decir, es exactamente lo que antes llamamos una forma multilineal.

Ejemplo : Produndo aw®c @ (Tensm do sder 2D T(avarb e, W) = o 05, W) + LTL\I‘,_,wB

TCv,w) = V. W e Lrolidod (en o s oD .

o ore 2 yedse, Tlag,+b5, , WY =@ » b)) -w = @u,-wd 2 Ly -w)
. :zv\n).c. U~ 2R v AT0GH,W 5TV, W) = o (5w L.V, W)
LD ez @a oD LU melidodh Cen @ Ando auna)
W o= = 2.4+2\ =1 T (V,aw.s bW, = T QU Wi+ LT L)

Rt swofor = 2 -dersk

PO
¢ k-Forma: Una k-forma es, simplemente, un tensor de orden k que ademases =) e\ dt.\ﬁm\mn\'e. -~ & ©
antisimétrico.

Para calcular el resultado de una forma basica dz;, A - - - A dz;, sobre un grupo de Y vectores:

‘)u)lz,—.—;.\i\__- Lowv \B;C.\*\m
Regla fundamental:

A @Qyn
+ Crea una matriz. Colscorea~ \&= & et covwo sutmeal o Qp.m (RO, h-;rf\‘-).é’ Ay
+ Seleccionafilas: & freror de  wdiion Qe %&* & < Dz Adens  calasum-ac Xa 2

* Calcula el determinante:  de o gaope™on sl - waliun oapa  eotamds de\pres .

SRl\ecudremd
Ejemplo74 @,=C 22,20 W2 =2(2,4,0) Ua,=CY, 4, 4\ C %&‘ ;05
RO O vedn, .
Célculo de 1-forma  dx, , >  Selecrons. b =gurda -

W= Anud=2

Calculo de 2-forma (c\_x,. A dx YW KU

L2\ _ _
) o, (4 *).> 2) Al 1:Q.2) ?2) dok (,%o = L0-22=-6
= \2

-\ o 2:(39)
d o

Calculo de 3-forma CdxiA QX A & )y (0 U2 W > =

4 2 3 -
éa.t.( :3 Too (';_ 2’4 j\\: doX LL -\ »\\ - Ax B4 =4
o9 A & o a 3 O 1
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Producto exterior: La operacion «A», denominada producto cuia o exterior se extiende a todas las k-

formas de manera que sea bilineal y antisimétrica en sus argumentos y que el

producto de una 1-forma por una k-forma sea una (k+1)-forma.
1) Belanaol. 23 Artisrnde o 2) Avmrente @ ¥dar

é,X%/\ dx,\ = - é'x,\'\ éﬁLb (*‘_ WNXA Lg\,_ WM\ = L%—\F‘m}
Ejemplo 76
W = ZAX\I\ é,x-sﬂ' Ud %X, A é—fs

Y d L- 2 13 Wnoo = (Bdx+Sdx\ A C2dx4n éxs-» Ud X ALK
= DAX, + B4 Xy -va .

— —
= 6 IXATN AN + 123 XA X2 A X & RO dxp Adxq AS Yoy & 204X A AXa NSy

—— ~— |
v WO AX,AQXy A Xy
o -:_’Z_é,)(AAd,XL’\-é-’(b '
Volumen y Jacobiano: dxdydz
¢ LaForma Volumen: En R", lan-formaw = dz1 A dzs A - -+ A dx, se llama la forma
volumen.
« ElJacobiano: El determinante de la matriz jacobiana de una funcién f : R" — R", que
denotamos J; = det(f’), nos dice cémo esa funcién f cambia los volumenes.
'La formula de cambio de variable (34) del libro nos da la conexién final:
delormirenle. Qo olsran -
A
dzy A -+~ Ndz, = det(f')dsy A--- Ads,
2
2 © 3S, ‘ \ =
Ejemplo77 r: R —= " . a (850 = \ det \ -
9,55 +—> (S, ,5, 45, )

=\ -agrer | = astst

| dex (S o 2\\&»« A

ESEVERNE

\ g -8\dudvdw = 2 dudvdw

‘11“‘(-‘\0 I §- \?} ﬁ\?}

A
(g\,_ (o ; Q;_\(\\(’\ é_xé)rc\_'%
2 w

R

1l

Extension de tensores.

extension de tensores consiste en tomar la formula algebraica de un tensor definido en un

espacio (como el determinante en R™) y aplicarla a vectores cuyos componentes no son simples
numeros, sino que pueden ser otros vectores, funciones o incluso operadores diferenciales.

a) El Producto Vectorial

El producto vectorial de dos vectores en R?, que es fundamental en fisica e ingenieria, es en

realidad el determinante de orden 3 extendido. Se calcula usando una matriz formal donde la

Q,=CLy-1,2)

u‘_ N C.2 lol &
primera fila no son nimeros, sino los vectores de la base canonica.
. ) €, €y Ca
Siu = (u1,u2,u3)y v = (v1,v2,v3), su producto vectorial es: U.4 A Ql = 2 -1 2 =
2 ©O 1
€ € €3
uxv=det |u u us ?_\
v vy w3 = =2E, .‘_%ez *Q_e%= L—l,"o_’
b) El Rotacional de un Campo Vectorial (Ejemplo 81)
Consideremos el operador nabla, V, como un vector formal de operadores:
8 8 8 Este calculo formal se escribe como el siguiente determinante:
a (671’ oz, aT;,)

Si ahora aplicamos la misma “receta” del producto vectorial (es decir, el determinante extendido)

e e e
— i} a a
entre el operador V x F =det | - % =

2, Oz; Oz
R B F
V y un campo vectorial F = (Fy, F», F3), obtenemos el rotacional de F.
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Ejemplo 81  {(xa3aN= (4,2, D)

& e & = (2= -2%)
Vs - dee 3 - _.X\Q%——-%BC\- a2\ 5=
¢ T s sy BT )=t (= \ Ka e
e > xye €s }/;,q, XY
e (B B den(r - D e 1%
Ejemplo 82 3% S exasl, —@ L

-‘Cx,\s,z\= CK"%,X% , w\,&q.\
2 2 x>
(V.(\C%Mﬂ} a>~ 3‘:) 'ae\ (ﬁﬁ,x%,qu-\,—x\ﬂ*g—bx%-\- =2

= 2xyy ¥ O« X4 = DxY x

El caso bidimensional. 1-Peneas st s o
CLPQL(D.L \\WQ
« 1-formas en R2: Son las aplicaciones lineales que toman un vector de R? y devuelven un dx,\ AI X} S n ‘__5 \R
numero. Se construyen como combinaciones lineales de las formas basicas dz; y dzs. cdx \ L\l—x e_[ .awrT Q.
A
w = aidz; + asdzs cCd X2 W = G; MUSEI S
= C 3,-0 3
« 2-formas en R?: Es la forma de mayor orden posible en el plano. Todas las 2-formas son CA.X BQQ\ C ‘2 0\ \ ?) U‘\
simplemente un multiplo de la forma éarea basica, dz; A dxs. ! '5\ -\ = “2
. @xNy = (0,0 2
= aldz; Adis) dp: IRxF —a® )
A% dxy = ldx, Ad x| dreo powQ ladog. . _ AL N = Ax, A dx; (W )= dek Cu,vr
opaUT™ ?
duneoQ

El caso tridimensional.
EnRR3
e Cada 1-forma se puede asociar con un campo vectorial.

o Cada 2-forma también se puede asociar con un campo vectorial.

El libro define el producto vectorial u x v como el resultado de aplicar un tensor antisimétrico

fundamental, dS, a los dos vectores u y v:

uxv:=dS(u,v)

Donde este tensor es una combinacion de las 2-formas basicas:

= (d(lIQ A d.’l)g)el + (dil:g A dﬂ}l)eQ + (dl‘l A dﬂ}z)e;}

3. Propiedades Clave del Producto Vectorial

TRy )

» Direccion: El vector resultante u x v es siempre perpendicular tanto a u como a v. Su . “ wxvV “ Wl v \ '\Q‘“ (w v \

sentido viene dado por la famosa ;3 - % Kv

) - - ey

regla de la mano derecha WA @ %A XxY X
o Médulo (Magnitud): El médulo del producto vectorial, |[u x v||, es exactamente el area PR ——. S C — x-?l)

del paralelogramo formado por los vectores uy v. WiV v L
¢ Volumen (Producto Mixto): La 3-forma basica, dz1 A dzs A\ dx3, corresponde al C WX v X‘N\ - CQ_,W\ vV - (\X-V'\ W 7

determinante. Aplicarla a tres vectores nos da el producto mixto, que calcula el volumen del

paralelepipedo que forman.

e. e> €=z
u- (v xw)=detluvw] €y x€, = \ o o X :6}_
. L O O
. Y =
Ejemplo 83 o J
€. e, &, e 0o e. €~ Cz
€rxey = o 4 O\l=z=|ey 4 O =€, _ u: o O \sea
O O 4 e, © A4 @ x€ =
. d . © A O
1#%K=4 Lrysle
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Ejemplo 84
> S\QX,V;.\—(K 5.*‘3*— LN VX-( : (.‘)‘ x‘g' 2 o
& PPy X ‘A = T —~ ‘\ X
% x%
2
- >< =
a 2 L —
T -XYe —2&k U'\\:t-x"')cs 'Ql 2
T 2
= C=x47, =2, 9" =)
Vectores y k- formas en el espacio tridimensional.
Toda 1-forma w en R? se puede escribir como: Ejemplo - 5)|‘magi"em05 la1-formaw = 2dz; — 3dxs + 5dzs. El \fgrisocciid:) 35;1:3
w = ay dzy + aydx; + azde
1d21 + azdzy + az dz; wC&\:(Q_'_%’QB.(A,‘\,x\
El libro nos dice que esta 1-forma se puede asociar directamente con el vector: = 2 A= % A S- L= q
a = (a1, az,a3) wWlwW=a.w
. - 194 Vedm osouodp
Toda 2-forma ¢ en R? se puede escribir como: Elemplo ¢ s é.X) A < 3 C Q) 0 0
- g o
¢ = aydzy Adzxs + asy des A dzy + azdzy Adzy &\ulo ¢ < o‘w \) L
co\ < Qb,‘(°\ \)- Co,0, 0 R
Sdx, A Ry = ‘;.Ae.t("é? =5.14=5.
3 - g © © \
En IR?, solo hay una forma basica de orden 3: dzy A dza A des. Por lo tanto, —
cualquier 3-forma es un multiplo de ella: &k (‘ o J W )\J'X = ° ‘{ °

Y =adx) Adzy Adrs

Qs - O=F
Ejemplo ©® =3¥dx A AdXy A .
'\P—_ o . &ek Cu,\r,\ﬂ'\ Agtit o W yedNes da o Bew= LONO™
e = WO, €= O\ e2=©0,\)

o O
Yo, e, exd = Aok &*o 1 %Bﬁ'
[») 0

@8k Ce,eq, ) =1-4=

CURVAS Y SUPERFICIES

Modelos poligonales /\/J
+ Curvas -lineas poligonales

+ Superficies- poligonos

+ Dimensiones superiores- poliedros

¢Cuando dos objetos tienen la misma forma? / /\’

- o~ '\\f del
Definicién informal: Doe obeivs -\uw o mere Pive si pedens Mener O pox e\ ol

Nddondo ,eshando , enwogendo” wewd 1 fuses plodedin - EskR prolulado : FOMERT, Gor = pRSN
Definicion formal:

¥ R" —R" o-?-QJLCauo"u A, dose LNO ce 3 con invee  da dag 0D

Ejemplos:
Misma forma: un segmento de recta y un arco de parabola; un circulo y una elipse; un elipsoide macizo y
una esfera; taza de café y un toroide. Cbolsn & rudewn)

Diferente forma: un intervalo abierto y uno cerrado; un cubo y una esfera.
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Curvas

La curva elemental y su parametrizacion

curva elemental es un conjunto de puntos en R™ que tiene la misma forma que un intervalo /
abierto. Piensa en ella como un Unico trazo continuo y suave, sin rupturas ni esquinas.

C crcvr SDewertnl se  pavese

» Para describir matematicamente este trazo, usamos una parametrizacion. Una Rm“‘@‘&ft’% o, dr:R—=2C L.
parametrizacion es una funcion g.esi‘,mﬁ \-l\te&‘!\m , o Ao
r(t) que "dibuja" la curva a medida que el parametro ¢ (que podemos imaginar como el m,, dQ,V*orN..rode. Fart-“‘af \=
- h)
tiempo) avanza por un intervalo. Zooxe 0 ava © £ o
r'(t), nunca sea el vector cero. Vte dome

El vector tangente Ejemplo89 Cc R

= B 0LECTT
La derivada de la parametrizacion, @ Q‘f\ = ( 4 st , 6 txt r
(to) (to) ® )= (Wmts, 6%nt”) 02 cin
r'(to), es un vector tangente a la curva en el punto p = r(t).
GUD =(-NSent, & Cbab)iz'—tb(—?,\r‘la ava)

Este vector nos da la direccion de la curva en ese punto. Todos los multiplos de este vector

% & to=TC
forman el espacio tangente (T,C), que es la recta tangente a la curva en el punto p.

< =
f‘; L) = (-2t w\-e‘J 26 st )-e-'/{'r!
Curvas generales. Bordes y orientacion. bz ‘S—}' - (_.,:.{ >, 302 ™)

Una curva elemental es el camino suave y continuo dibujado por una Unica funcion de = ﬁ ( —Q—G B %ﬁ—\
parametrizacion, r(t), en un intervalo cerrado [a, b]. Se caracteriza por no tener auto-
intersecciones y por ser un solo "trozo" ininterrumpido.

Cuarvon s @ R ‘F‘“ﬁ- Umerdo
Una curva cerrada es aquella que no tiene borde, es decir, su borde es el conjunto vacio. El
ejemplo por excelencia es el circulo, que se forma uniendo dos semicirculos (dos curvas Je~ = A«v\t\h é& Ll S elw k‘-"\QS/
elementales) por sus extremos.

& .?}\wq.. Sua AR Grel, o Ore
cowncido o QL SR ds_

El borde de una curva, denotado como OC, esta formado por sus puntos inicial y final que no
estan unidos a otra curva. (o

et .
La orientacion de una curva es simplemente el sentido en el que decidimos recorrerla. Cada

curva tiene dos orientaciones posibles, que llamamos “positiva” y "negativa".

Ca
Ca
Cq
eemplo At
%
C={cd 6, NeR = B 268N curm Sarmenbl asstedon -
= (6Y4,8,6W) -
- 5,22 v =(06%49,
5C= dabl o d pubs  &=(25S
rd
mae O
r-ué\_—_(‘?,%,k'b\ Sctee’d = e Sua-deuo vu-:e’&- . L o
R .
_ 2 = len BULmONC V2
TN = e -  SeE <
Superficies Ejemplo 95
Superficie elemental es un conjunto de puntos en R™ que tiene la misma forma que una region S "‘.\;‘\8“\& er 'm_‘b o \;ér\'l\d
poligonal plana, como un triangulo o un rectangulo.
ABnC a o~ erRmeRn
Parametrizacién es una funcion vectorial 7 : U — R™, donde U es una region poligonal en el W&L\a da WP’&'&’&- e\emen\cQ .
plano R? (el espacio de los parametros u y v). La funcion r(u, v) es continua e inyectiva, y

mapea los puntos del dominio plano U al conjunto de puntos que conforman la superficie en R™.
Para que la superficie sea regular, se requiere que la matriz jacobiana de la parametrizacion,
r'(u,v), tenga rango 2 en todo punto de U.
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Plano tangente y vector normal

5

Espacio tangente a una superficie S en un punto p, denotado como TpS, es el plano que mejor
aproxima linealmente la superficie en la vecindad de ese punto. Este plano esta generado por los
vectores tangentes a las lineas coordenadas, los cuales se obtienen de las derivadas parciales de
la parametrizacion 7 (u, v):

h oo
u y v—av

Vector normal a una superficie en el espacio tridimensional (]Rs), denotado como N, es un
vector perpendicular al plano tangente en un punto dado. Se calcula mediante el producto

vectorial de los dos vectores tangentes generados por la parametrizacion:

N=r,xr,

La orientacion Ejemplo 104 -
MISMO. DUentauN  pespank

Una superficie orientable es aquella en la que se puede definir un campo de vectores normales :—_—l > \bp \a&h Qp_‘,e,tﬁ)

que varia suavemente (sin cambios bruscos) en toda su extension. Intuitivamente, esto significa

que la superficie tiene dos caras distintas y separadas, como un "“interior" y un “exterior". La g L\Q/
eleccion de una de estas caras a través de la direccién de los vectores normales (por ejemplo,
eligiendo que todos apunten "hacia afuera") se denomina orientacion de la superficie.

o pspwes innechedo
.

Una superficie no orientable es aquella en la que es imposible definir un campo de vectores =¥ W*O-U-'h"\

normales de manera suave y consistente en toda su extension. El ejemplo mas famoso es la j

Banda de Mébius, |a cual posee una sola cara y un solo borde, haciendo imposible definir un

“interior" y un "exterior" consistentes.

Superficies generales

Un cilindro es una superficie general que se puede formar tomando una superficie elemental

rectangular y pegando dos de sus lados opuestos.

La superficie de una esfera o un toroide (donut) son ejemplos de superficies generales que,
ademas, son cerradas, lo que significa que no tienen borde.

—_— — XY
Ejemplo 96 S = {L%bﬁ- 6k, +S& e\ 3, + Bta €+~ t,_b e\R>.

A= C(BQ,LD 'E.\\{.L,t%>’° , Rarbplata= (( )
2 =(6,-7,8)

S
N
= \ - Su-Su-
€= .80 Xz 3w+ 60 +B-u-0D = DurbT A S-38 A

“:.\=Ll. = =2u + U xS
‘Eﬂ_:\)—
k= e R ¢ TR W

= Cl-u._.:l'o-*e(,-x-u.-\‘r\ = qu—q£+8—8& (&
) -8\7' =

= ~Gc 18 -\'8
X = =2 ArT 4D

Y= —ta —-1les+D Tz W+ O+ A\
2= vl -2 2 .
4 \ -y -\S\ S n\o:\t‘\% DO 2.
o - ar _ [.¢ e,z PN
~R e >V »
Q

Ejemplo 98 oo =
. =y ST Sen p.-rpw.xdw
&2.‘,’,“5’.— s U'l'.bosbv'es’*&& ‘' 5o A o

ar , & _
ow 3V O
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Cr < @S0 da @ <Uesoilde

2 x 2 k
2 X X. X o
A1) < = cf\()(. Xy xadel® = L4 24 2| Ky, ¥y, X3 >
i = e
1

n
rlu,o)= (@, ent B3, A ROWRNY, TS ST we(0,T5) VE o, /;:)
oo do b vesdties “mugenks

D
D\

2c - L_Q\Se.nuSen\T) Q2 RrUOR Y, O)

3¢
Redded =N
%': : %—:_ = Q20w SRrw- BT Sent or, Comw Seut (BT St
; = (ay -Q¥)- (>u o TS # O
Ejemplo 99

o >0
T= x7'+"\2' = G wlor <X vesktn ~neoQ < 9

D R Yitor & WO Z =\ O, 0= (LU Y , USints, w)
4 O.CO. & T\ :

'lk={(o.,\7-\eﬁf': S RARAN 040‘4"1}
2) Gludoreds \sn vesives W\c&

or

3q = Lo, S, A
or % 3y LS
— =( - o, ©)
av A or ar — | v Sy & =
%) Glaslowes = vedvy wmimel. M= Su * av —uSiny- ulmy o
2
= [ —u WS, —LSI\aY U*\ WL OZY 4 WSAW
W) =( J > SN
Vedtn oo U=+ See Y
—_—
Co, 0> = €2, T4y 02, )= (~20s T, 28T 520 2

= (o,-2,2)

Variedades

Variedad k-dimensional

Una variedad k-dimensional es la generalizacion de:
e Curvas (variedades de dimension 1).
o Superficies (variedades de dimension 2).

e Cuerpos solidos (variedades de dimension 3), etc.

Descripcion paramétrica y implicita

Descripcion paramétrica.

Describimos la variedad a través de una parametrizacién, que es una funcién r(w, . . . , ux)
que toma k parametros y nos devuelve un punto de la variedad.

e Condicién Clave: La matriz jacobiana de r debe tener rango k. Esto asegura que los k

parametros generan un objeto de dimension k y no algo de menor dimension.

/’\M WWW.TUACADEMIAFACIL.COM



~A info@tuacademiafacil.com |
Descripcion implicita

Describimos la variedad como el conjunto de puntos x en un espacio grande (como R") que
satisfacen un sistema de ecuaciones f(x) = 0.

~sle

« Condicion Clave: Si la variedad tiene dimension k y esta en R”, necesitamos n — k

ecuaciones. La matriz jacobiana de la funcién f debe tener rango n — k.

£ .
Sy en W 3-2 = & ecraamn
L> vofiedad de é,.__m,_‘x:,\& )

Borde de una variedad

El borde de una variedad de dimension k es, a su vez, una variedad de dimension k — 1 (o es el
conjunto vacio).

« Ejemplo del Libro (Ejemplo 110):

« Elborde de un disco (variedad 2D) es su circunferencia (variedad 1D).

« Elborde de una bola maciza (variedad 3D) es su superficie, la esfera (variedad 2D).

« Elborde de una esfera es vacio, porque es una superficie cerrada.

Diferentes variedades (en \m9llo'&ac3

Ejemplo 105
Gu~dro

?w’b\ao\oi de,

Voriedod A bvwersnocQ ey \Q\{

2 €L

M= '{U‘n X2, x;,x“\e@“: x\'L+ x;'+ Xy 4 Xy =R >(21>(\,>o}’
X,z %(b@q(bgz

X'L

B, e (O™
=S snOuC-t ®,e @, )
Xo= B =Dy 02 9, € )
X4 =D Sen B Sen O
T~pRiode - %’P&Q‘o U dovemnsioreQ ~n=\
4 ecuo o
x-"-\-\g‘_zz:_\
MQRSH'S\&Q

K=n —Cn> COUO rs D = G-A
do dn \,aéug Vo \*e&ﬁé. "\\'\éhvreﬂng

Ejemplo 107

=3
Povarmz et o

Shan M ow R Lo, = o $+27-a=0
o \,o_b\%\ %OOJ\QJ\\Q

Tiex,y,o = (25,88, o

voredod é.s%-wcla \mP\L_%\?zy‘\QA\‘Q %_(x\:'D
S 1y o };L;Lx ,;LUA,Q'L-3

PRVITS 8 iﬁ@d.kﬁ.‘(\\i o, % Aa

q,(gx)u),%ﬁ :—QQK)(O)%\
Ejemplo 109

\}Q_Qﬁl PMC&\:\.
M e \RL éa.%‘-v\&-&ﬁ e 2 cvousngs
A) 2-— < — &§'=O C Pam‘&boiob.\
9~)—?>x—5~.%+9&—'5=’o Cum p—°~°~*‘~6\
divernsOn & o oS

<dod_ - €8P e \‘?:Z> Cn=>2> 5 e

Q coudneeg = D e SR Ae vps\eSOoR 1 =22 =4 C Conrvond

o & doloioro. sens
CR 2 & evoune)

ds e oTnes Lln terer @2
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2
XY %3\_——Atz-,x1—§) L2y —Sn 22 —2)

~oz Jaobiero ¢ —‘\C 2 (_7‘X —1‘3 4 Tiere a0 2 ewv todo il 0
x, 2 =
D - -s > (}*f\%ﬁ\&‘b ™= %(X\‘js%\f:\k% . _QQXM,Q-\:—D R
Ejemplo 111 Ejemplo 112
(asguee
R1>Rz‘>o - %éej(im

)
Me §ix,900e B -

2
. T
’ [\17\" +U§' —R,)-\-%?—C-R,\K

nedad B — A I a
w Ve = ‘QQ' C = {CX,‘Q,’-?:-)& \Q H ><?_~+ &32.\. t2=50 » X-\-‘a—\-‘-l:%}

QQ (= < - > Q. 2 Rqﬂl&
oy bix,m e W o (&g )2 = R
v e d adod 2 —dinen ol

x=2 +12 &~t +206C

Cﬁ‘—2+@&m‘t — 2o oLt 2
Reodod: & bode ds v Trcedod S8 _ 2 = 2 - Waternt
Qg oon K = O~ vafedod A An.vm.rs\og
R — A
EJERCICIOS RESUELTOS

Consideremos la aplicacion ¢ : R? — R? definida por:

¢(z1 Y, Z) = (m + 2'!/, zZ— z)
a) Demuestre que es una aplicacion lineal.b) Halle la matriz A asociada a esta aplicacion.
Dermes feintn Qursobrdad -

Q:QX\’\:;”'-L\\
D) Bloro = BN ¥ SCOD

O = O\, 2\
@+t = K5(C><u‘0u%\3+0<z/°u,%,_\\ — SZSCX\-\-XI

(XX $20A+9) ) (24203 -CxXer X)) =

aeR

LN TS 2\ 21_'\ =

LX\ r2w, X2, Ry =X+ Z, —x3) = (\)(\+2\$”-.2.’\_,<‘3 A (Xat 2Y,, 2,—-%3)

~— ~—~—

2) Flauwd = Bluw) P (9D B o)
N
¢(O~(Xl)\{§1 '?l\\ = éCQ.X\> Okkdn)uglx = (La X, ‘\'20.%\ B 9~’\72\_O'7(\-\ =

= o (X F2Y, 2o ) = Bw)

B cwd Con’*c$'- 2
(lotrie asccoda . f-W—
(D’CQ‘\ = gZ)C).IO,D\: (.,\42.0_) o-1) = Cl;_lx %

7] Cce,>» = & Lb)J,'D\': o -\-.Q.Jx_) o -0 = Q&,’bs

Tora

& cex\ = B CO,Q,\) = L‘b-\-é&.o) - = o ) 5
-1/\0O/ A

I v

N
(e
Dle) P& 3)
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Sea la aplicacion ¢ : R? x R? — R definida por ¥(u, v) = u1v2 + uav;.
a) Demuestre que es una forma bilineal.
b) ;Es simétrica?

. N=W,0, + WU, =
D e ad en u C Koo O U= (5,,9D vesis é’sAQ - [_G_C:U" 2 271

3
_ U —> c.QnesQ ds
2D Ureolsdad en o C flomrd w) Bz (W, U5) v i Vg_l'%\)% = 8} conp =L, W)

— r\.CDQ_
S e s = = Q
N = 9, + 0, U, :U)O_:,+L164C_Qar\_so& >
LuC\T Vo 1%4&’. :2’\, _! = e o e SC\D,\B\ = = Qs neaQ
N -%5‘\«\-9, \\nsoQ .

V) Sield oo Trlescoloon B gopler o Gow o e 2 e lede PPNy

\5@ (,\/)U\B :\/,tuz = \'20‘\ — U\\ll + \)‘zvq = k\_)CUL(\)S = T %&.\Lr\-‘#&g_ \A—
Calcule el area (volumen 2-dimensional) del triangulo en R? cuyos vértices son P = (1,0, 1), T
e - Ndak CATAD
Q=1(0,2,1)yR = (1,1,3). A o \s
Py - c— D
() o= veskoon . G —@-P=C0-4,2-0,4-> =20 Ao, = = Vaax c ATA)
)
pﬂ.:_a_‘::_c‘&_,_.’L,_o‘?)_xx;c_o,&,ls T
. ) Ak Al
@ CoTud rmes o ST @ GO o~ AT A Q
4 o S Z\=2s-9=2
-4 0 ~ . 2 O\ > S <
A<|a 2 A-R= Lo A 2\o 2 r EN
0 & @ Aeo. V_ ~--
— (g 2 A VAN 7/
- \2 s SNy 2
Seala 2jforma enR3, ¢ = 5d.z'1 A dzs. 1 0 Lfgg:m Qolo —
a) Identifique el vector a asociado a esta 2-forma. 2 1 s
b) Usando la idea de tensores extendidos, verifique que ¢(u, v) = a - (u x v) para los u - 2 1 e

vectoresu = (1,2,3)yv = (0,1,1).

D) Leam da = (dyArdxae + (A a 2X0D) €2 « (dX A X2 Ca

unssha 2——&3‘1**0_: gé.X\/\‘)\xb - éX\AéXB: - éx&l\éx,
Commranle @ (osouado 26 A3xKD =0
\)qu\'rL ogou.o.é-o
Cor~everte €5, (osocodo AxaAdx) e -
o = CO —SJ DB

Cormps e~ Ca, C osooad s X\ ARXL) as O

') Ve fe (ot L, oD = alux U
Comwo 4 G lado Qe As. o 9—"\§'\WQ ‘
B oo m_\r\ck_\.kk é\ o 2
V) S = (6AK A QXD VDY =D e S vesa e < <tsden - rr\oé: o
S &Skmph S mmrﬁr\\% x gﬁ%
G >
2 O 9
gﬁcu\u—\:%.d&i (5 AS:S.LL-O}

=S

Grwimo 2 0 Wserdo =% podudo ek .

- ' ve ' ‘ A=A, AN
X\ = Aet (/\ 73_ 2 = LLQ‘%}—ALL—D\-\-\QLL—D\ = C p) P
o A A
\’3{\9&}.&% e wolor SN SN T LQ/ _S/b) = a-Lbxy = (D —S,O\(—\;—l,\xz
o L A

_’:S//
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Considere la superficie del cono parametrizada por r(u, v) = (ucosv,usinv,u) conu > 0.
a) Halle una base para el espacio tangente en el punto P correspondiente a (u,v) = (2,7/2).

b) Halle un vector normal a la superficie en ese mismo punto.

=
) Az vmSo-t poaveles o s Ao veddoos Driroson o loase R R NS
2cC _

= CODO’ Swmo ) 4)
2C _ (- USeno Wy S
o

2) e luorns e~ & PUAle Cu, o=, TA)

%U\, T, = LLAQ“/L,SV\“'/Z,AB = (o 2, &)
_..Q_ () Q)
24" 2, T\'/LB = (=232~ / - QS )

Yo lese b ==pac= Fuente e~ @ prln T o= (O, >
§Co, 1, 1>, -2,0,00Y
=) Vedve ol

Y ) K.
XY
& 2 O (&)
Demuestre que el elipsoide definido por la ecuacion %2 + % + 22 = lesunavariedadde —= A et
dimension 2 en R3.

D) én%uw\r— e Sovmuce Pl o I 4 ,2V=0

L1C,9 ,2> = %-\— 3—-\—2 —4

Tererme— ~ =3 \QEB Suecr—ds e oo dimernaien = ¥= 2
=) eQ —— do

S tlore S n —w =\
% _ 2” — \ =~ cUOUS
1—’\ CQ—\U.L(Q«Mh (= M—K‘;‘}, AQQQL’LQ\N;_ o 5
, Lz
: a2t ot a¥ ;2 _( =z
-YCX»‘%?-\———C;,;)B‘D \ C_ %\ C

3) \)u‘\%—b—"‘\% L &> - = Y= S &9§$\¢e Sse Uvel Vonrvedadl da

& ouge e = WSl dmeolerare (X 3) Lloe. 225
Y -\ =\ %%m@@uhhg QSS\QB_&LSD&

A p~e ~avR & R

\ x Z — Sdo ocurce
Tixs,ay= (%0 _;? 22 )= Co,0,0) =

K=z = O
AN YWV Sv S C_DOOX o da Méb\g..&»-‘lbb\d&?

2 2

- = @~ N Q&Lpsc'\d\b~
< @r\%“éq' e %mm\ S\ —Ps. ~= 4 =~ toda. Q&mh&
o DT N R

= &D\W\.%‘ht—a«r\f\_% ,:D_o_pze‘\ag_ = Ora \rc:\eds—i
A Aire~a2io—~ 2.
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