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COMPLEMENTOS DE ÁLGEBRA 
Y GEOMETRÍA.

Aplicaciones lineales y espacios vectoriales.

¿Qué es un espacio vectorial?

¿Qué es una aplicación lineal?

Ejemplos

1. Suma de vectores:



2. Producto por un escalar:



Axiomas de la suma de vectores (grupo abeliano) 
• Propiedad interna:

• Propiedad asociativa:

• Elemento neutro:

• Elemento opuesto:

• Propiedad conmutativa:

Axiomas del producto por un escalar 
• Propiedad interna:

• Distributiva del producto escalar respecto a la suma de vectores:

• Distributiva del producto escalar respecto a la suma de escalares:

• Propiedad asociativa:

• Elemento neutro:
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n n

R 1PM

on

9 11,0 1,0 1,0 1

ez LO1 O 1 11 2 3

A Aser ocus a.ie

auto 10,11

IE uisua au EEE
0cal B a 0cal bt.ae Cer C1 0,0 1

Cea CO 1,07 3

Lez 0 CO 0 1 _y
B

et neas Les

postganeart fa.ee Islaset

2fcal.dxj.frel diferencial es la mejor aproximación lineal a la función cercade
un punto y la matriz Jacobara es su representación

adf.EE 7IXxgt'a Caaxs Xixs 15,10 6 15410,07

10 CO1,03 6 0,017 ls.etteo.cat 6est
No esoye

aplicaron defeat 15dx 10.2 2 6.2 3

gemSETE si Latorta su matriz sacobrana en ese punto es

f las C es la matriz de una formalineallinal

Aplicaciones lineales de R.  a R.  .

Aplicación lineal= multiplicación por una matriz

Las formas lineales

Conexión fundamental con el cálculo: el diferencial.

Ejemplo 55

Ejemplo 57

Ejemplo 58



 

                                       WWW.ADEFACIL.COM 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 










































































































































 WWW.TUACADEMIAFACIL.COM


































































































































































































































no
Tiene 2vector de entrada 0 Vi Va V0

TELEFE EE ii
ExEazejacintomvarosvectressdewelvefCx

y z1 y Z es una forma lineal
no es raltuneae siseamos 9 40 7 20

9g YEE uso
cuatro

9

IFTEIEE.isIEEEEEEE minimum

Una aplicación multilineal es sumétrica si al permutar dosde sus variable el
valorno sealtera

Y1a o Utv es forma bilineal simétrica

Entre.EE naeTu.v

v.uEeapTEEEEaEuea
semágE si al intercambiar dos de sus variable el valor de

es una aplicación multilineal antisimétrica

E detain 1 El
EI

Fi Icue tarea ve urea
asco.is

Eres EE atienen 1 te
Viva Ua Y dat cea e 1981 1

n

00 am
mes

a.EEiiii iiiii ua

as
del1A B detA detB

Pul Vdetcat.AT VdetcAts.det1AT KdetAT deta
natettres

dimensión espacio

Aplicaciones multilineales.

Volumen k-dimensional en R .

Bilineal: 
Trilineal: 
Multilineal:

Ejemplo 61

Ejemplo 64

Ejemplo 62: El producto escalar

Ejemplo: El determinante

Aplicaciones simétricas: 

Aplicaciones antisimétricas: 

Fórmula general para el volumen k dimensional

Caso particular que ya conocías:
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68 Volumen con vertices po L 1 3,4 P 14,56 Pa 4 7,07 Pz 111,1

PE.EEEE
1EsTEvectIPI IaetI II 1 1 24 2 6 121 1 721

Volumen 72 m

Área triángulo T po 1,2 4 p 13 0 1 Pa 6,1 4

ITI fdetCAT.AT

Pi Po 12 2 5 ATA 3 5
Pa Po 5 1 0 detCAT A 1723 1 33.26 12.12 714

MI Fin

Productoescalar Tensosde orden 2 Tlantbra W a TCU WI bTCVa.ws

T VW V W olinealidad en el er arg

EEEEE
EE IY.IE jC4.17 cineaeidadcenel2ndoang

TIV awntbwz at ir Wilt STCU.ws

Producto escalar 2 tensor

peE.EE 4 EmEEande
ad in iz in son n entre

1 y n

iii EEEEE.EE EE EEEEEEEm
la fila 1 y4 Cl 2,3 4a 12 1,01 43 11 1,1

dia Seleccionamos la segunda componente delvector
la fila3

U C1 2,3 dxaluil 2

dxnndxslcui.ua

4 1 EL
3 det 1131 1.0 2.3 6

Cdx a dan g Un Uz Uz

de det 15 1 1 6 3 4 4

Ejemplo 

Ejemplo 

Ejemplo 74 

Ejemplo 69 

Tensores, k-formas, producto exterior, jacobiano.

Regla fundamental: 
• Crea una matriz:

• Selecciona filas:

• Calcula el determinante:

Cálculo de 1-forma

Cálculo de 2-forma

Cálculo de 3-forma



 

                                       WWW.ADEFACIL.COM 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 










































































































































 WWW.TUACADEMIAFACIL.COM


























































































































































































































1 Beleneae 2
EEEEE 9amay 3

AEEE.sn EEmaE 13 torma

w 2dxindxs 4dxand 2 forma
Y yno 3 dx Sdx2 a C2dandos Udxands

Y 32 1 51 2 1 forme

EEEastrdxnaxnaxs i.IE t2EEY
2dxndxandxz

dxdydz

no

contaminante
Jacobrano

Es Ysi sus Tres si del p 351
1 95,251 952.5

ejemplo78 f 1123 123

E E dxa.dz detto E Idearan
16 8 dududw 2dududw

aca

4 C1 1,21
42 2,0 1

ene 1

1C 3er 2ez C 1 3 2

Producto exterior: 

Volumen y Jacobiano: 

Ejemplo 76 

Ejemplo 77 

Extensión de tensores.
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fix y 7 19 z xyz

f det Ey z Izz der Y 1.5 47 7 e 17 37 2

Z Eyg ez Z 1 e yzez les
7 1 yz 1

fix y z Xy z y7

8 f y 7 Ey Iz x2 7 y 7 Xy Iyxz XYZ

2x y 0 y 3 4

1 formasbásicas

ii
EEEE EE

AA IREIR IR
dx dxa Id ad al área paralelos Lápeinggos dAlav1 dx a dx Ca v

del CUv

desmesurado

Hix Ill HullHull Sertuv71

II
Ux V W ca.wsu ca vi w

es xe es
Kxi j

exes 1 1 en axe 1 Efe
xk i i xj k

Ejemplo 81 

Ejemplo 82 

Ejemplo 83 

El caso bidimensional.

El caso tridimensional.
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si sexist 1 24 57 7 Yxf
Mf detCEY f det Es E e 127 ETA eaczkzz.IE

es 2 427 25 3
xyre zezt 427 d es TE Y
xp Z y z

dama ameno
w̅ se1,17

am

Wta a u

0 5dxandXz Vectorasomado

25 0,0 0 1EEEE Evan
5dxandx 5 det 9 5.1 5

venom detca n v 5

e araucanos si EE i Enonie4leier es 7det 18 81 7

a detieneses 7.1 7

asno.am niEEE EiiTEiiEEioui Es
C DC IR tienen la misma forma si 8 C D

8 112 IR aplicación de clase uno l con inversa de claseuno

balónderugby

Ejemplo 84 

Ejemplo  

Ejemplo  

Ejemplo  

Vectores y k- formas en el espacio tridimensional.

CURVAS Y SUPERFICIES 
Modelos poligonales 
• Curvas -líneas poligonales

• Superficies- polígonos

• Dimensiones superiores- poliedros 

¿Cuando dos objetos tienen la misma forma? 
Definición informal:



Definición formal: 

Ejemplos: 
Misma forma: un segmento de recta y un arco de parábola; un círculo y una elipse; un elipsoide macizo y 
una esfera; taza de café y un toroide.

Diferente forma: un intervalo abierto y uno cerrado; un cubo y una esfera.
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00 curva elemental se puede

PEEEEE.ievar ETominio
abierto denominadaparametrioEEE que resto

CCIR
roll 14lost 6Sent OLECIT

MCH 14cost 6Sent O L CA

r E 1 4sent 6Costf 1 252352

ri FotsenE RECOELE
VI 25T 3ETT

VI C ZE ZE

EEEEE EEEEE
de forma que el final de una
coincida con el principio de
la siguiente

overdueno

E
Templo 9 t
C CE E E EIR 5 28 curara elemental acotada

2C a b son dos puntos a 125,5 25 b 164 8,64

riz SE 27 5 CECE la orientación vende a ab

Fit r 15 8 t 5 CE CE la cuentación va de b a a

Un triángulo en 1123 con vértices

A B y C es un ejemplo
perfeito de superficieelemental

owanomammmmmaron

Curvas

Ejemplo 89 

Ejemplo 95 Superficies 

La curva elemental y su parametrización  

El vector tangente 

Curvas generales. Bordes y orientación.  
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Iremos misma orientación pegan

17 lados opuestos

II
lo pegamosinviertiendo

Magalgfttagungung

no has

A su.es EEEEE IE fts.EEts
eir3

B 6 7,8
c 15,8

xzyjyqg
u os zutto.is

susto
A

EEE ta e na o jun 7o 8a a os 75 8 Ea

4a 150 8

E 7o autor si 70 1

En Y En f ruin Ey matriz rango 2

definición de ortogonalidad Ia y 27 son perpendiculares

En 2 0

Plano tangente y vector normal 

La orientación  

Superficies generales  

Ejemplo 104 

Ejemplo 96 

Ejemplo 98 
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En el caso de la elipsoide
97 s ca xa a er

2

2 I Xi x2 330

r U v a sena caso azsence seno azcosa UE O H VE O

cálculo de los vectores tangentes

LE La cosacoso azcosuseno Az Sena

2 C arsenuseno arsenucoso o

Producto escalar

II Ir afcosu.senu.cov Seno a cosa Sean coso Senn

a 9,2 Cosusenucorseno o

72 4ya Calcular el vectornormal 0 723 y 0

a Parametrizare como z u Eran
2 Calculamos la vectores tangentes

En Coso Sino 1

Ir L usina acoso o

3 Calculamos el vector normal
N En En EnEE

celoso usino a acoso usinar

Vector normal escorrys
ir

ChoJo C2 NC2 IT z 2CosI 25in E 2

0 2 2

Variedad k-dimensional 

Descripción paramétrica y implícita 

Descripción paramétrica. 

Variedades 

Ejemplo 99 
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esfera estamos en 1123
variedad de dimensiona

3 2 1ecuación 44272 4

en implícitas

variedad 3dimensional de IR
Cilindro Paraboloide

M LXX2Xs a EIR 4 2434 7 9 Xa 770
X 3los9 los02 Q E OH
2 3 Seno Costa QE 10 ThiFTT Erty 3 caso Senta ozECO
Xu 3 ser Ozser 0a

Implícita espacio4dimensional n 4

KEEFEecuaciones 4 1 3iiii.EE E EEEii Variedad tridimensional
Paramétrica

estera M enIR3 fix y 7 x2 92 22 9 0 variedad definida implícitamente 7 1
0

el vector gradiente

ex y 7 12 25 2 LEIIIIe.ie es el doble del

T.EE EE2EEEr posición
M en IRS detenido por 2 ecuaciones

EEEinn.sTaYEicadimensión de la variedad Estamos en 123 Cn 3 y tenemos

2ecuaciones dimensión de variedad K 3 2 1 Curra

Condición derango
la matriz jacobrana del sistema de ecuaciones

debetenerrango2

Cel n de ecuaciones

Descripción implícita 

Diferentes variedades 

Borde de una variedad 

Ejemplo 105 

Ejemplo 107 

Ejemplo 109 
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LE_Ega 3 5 27 3

matriz sacobran fix.s.tn 2 Toñnifi LEISTEEL

miii EE
IFT RattECRi

variedad 3 dimensional
C ex y 7 er 92 7 30 5 7 6

EEx.si eir3 IEy2 Rf z2 R
variedadad 2 dimensional

Recordad el borde de una variedad de z 2 253sent
0ª

dimensión K es un variedad de dimensión
K A

Demi c EE E ocn IE Iaeir
fatal Xi Y Z X2 42,721 y ya Z 221
Xi 2 y ya Z Za IX Xi
Cita y 2 292 Zi Za xa

LFYX.lt2 an a Cu

TÍ z Lax ay Az Lax 2a y AZ a

a about
Como

Matriz asociada f 123 IR

se 061 0,0 1 2.0 0 1 C1 1

la 10,1 0 0 2.1 0 0 2,0 Max3

ceas 00,0 1 0 2.0 1 01 0,11

0cgoce.totea

EJERCICIOS RESUELTOS 

Ejemplo 111 Ejemplo 112 
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a Demetramos Bilinealidad
1 Linealidad en a Cfijamos o o CU Ua vectordejo Lucre UOz 424

2 linealidad en unCblamos a a cu ua v fijo EL TomjEEuE
Luca era van E E E EEEE a vas Enid

forma Bilineal
b Simetría Intercambiamos los papeles de u y o y vemos si la fórmulacambia

4 Cv a Unas Vale U Va han YCU V EEmep.IE
eal

Aparal VdetcATA

Losvectores Atrás IFTA

Contruimos la matriz Calculamos ATA det ATA

A ATA L E II 1231 25 4 21

Área
153 za

EEEEE
4 1

a tensor dos Cdxandxste ILIFFE
ez dxindxa es

nuestra 2 forma

componente en asociado Trans o

dxinds dg Adx

Componente la l asociado dxzndxil es 5
a 0 5 0

componente es casonado axinaxa eso

vector asociado

b venfecamos Ocu o acuxo

Caminos Cálculo directo de la 2 forma

Lu v7 15dam d Xa Cu v es 5 veces el determinante de la
matriz

formadapor los componentes 1º y3º de

cu v 5 det 9 5 1 0 su
5

Caminata Usando el producto mixto

axr det i 2 3 j 1 0 K 1 0 C 1 1 1

producto escalar con a 10 5,0 a UN CO 5,0 1 1 1

O 1 1 I ste 1 0.1 5 obserr 1 0 0 0 0 0 5

5
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PETernatía Envases los dos rectores formaran la base del plano taudente

E Coso Sino 1

2 useno acoso o

2 evaluamos en el punto Cu v C2 17a

Iu 2 172 Costa Sin 1 CO 1 1

2 12 2ser 2 los 0 2 0 0

Una base del espaciotangente en el punto P 402,2

CO 1,13 c 2 0,07
b Vector normal
N 25 25 Y ico 07 j o 2 Rio 2 0 2,2

1ecuación

1 definir la función implícita fax y 7 O

fax 4,77 4 72 1

III Iii EE EIaamenaoisk
2

3 ecuación
2 Calculamos la matriz Jacobeana

fix y z 2 27,271
27

3 Verificamos el rango Para que elipsoide sea una variedad de

dimensiona el rango de la matriz sancobrana 1 3 debe ser

n K en todos los puntos del elipsoide

f y 7 E 21a 27 CO 0,0 Solo ocurre

y Z O

El punto CO 0,0 es de nuestraelipsoide

7 En 7041 En TE.IE
El rangode la dacobrara siempre es 1 en todos los puntos
de la superficie demostramos elepsoide es una variedad
de dimensión 2


