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Y GEOMETRIA.

Aplicaciones lineales y espacios vectoriales.

¢Qué es un espacio vectorial?

1. Suma de vectores:
2. Producto por un escalar:

Axiomas de la suma de vectores (grupo abeliano)

+ Propiedad interna:

» Propiedad asociativa:

» Elemento neutro:

» Elemento opuesto:

» Propiedad conmutativa:

Axiomas del producto por un escalar

» Propiedad interna:

+ Distributiva del producto escalar respecto a la suma de vectores:
» Distributiva del producto escalar respecto a la suma de escalares:
» Propiedad asociativa:

+ Elemento neutro:

¢{Qué es una aplicacion lineal?

Dados dos vectores cualesquiera u y v del espacio V' y un escalar cualquiera a, la aplicacion
¢:V — W eslineal si:

1. Respeta la suma: La transformacion de la suma es la suma de las transformaciones.

d(u+v) = ¢(u) + ¢(v)

2. Respeta el producto por escalar: La transformacion del vector escalado es la
transformacion del vector, escalada.

é(an) = ap(u)

Consideremos el espacio vectorial P, de los polinomios de grado menor o igual a 2. Una base
estandar para este espacio es B = {1,z,z°}.

Ahora, definamos una aplicacion lineal ¢ : P, — P; que sea la operacion de derivar.

Ejemplo Adicional 2: Una Proyeccion

La Derivacién (Ejemplo 52): El operador derivada D que toma una funcioén de ol Consideremos la aplicacion P que proyecta cualquier vector de R? sobre el eje X. Su

. . . ’ . 0 . formula es P(z,y) = (z,0).
(funciones derivables con derivada continua) y nos devuelve su derivada en C" (funciones

continuas) es una aplicacion lineal.

La Integracion (Ejemplo 50): La operacion de integrar una funcion continua en un intervalo
[a, b] es una aplicacion lineal que va del espacio de funciones C°([a, b]) al espacio de los

numeros reales R.

El Operador Nabla (Gradiente) (Ejemplo 54): El operador gradiente, V, toma un campo
escalar (como un mapa de temperaturas) y lo transforma en un campo vectorial (un mapa
de flechas que indican la direccion de maximo crecimiento de la temperatura). Esta es una
aplicacion lineal de

Cl (R") a (Cl'l (R"))".
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- . . n
Aplicaciones lineales de R" a R".

Aplicacion lineal= multiplicacion por una matriz

« Dada una matriz A de tamafio m x n, podemos definir una aplicacion lineal ¢ : R — R™
simplemente como ¢(u) = Au.

« Ylo que es mas importante, al revés también funciona:

toda aplicacion lineal ¢ : R — R™ viene necesariamente representada por una matriz A
de ordenm x n.

Ejemplo 55

Consideremos la aplicacion lineal ¢ : R? — R? dada por:

d(u1,u2) = (ug + uz, 2us, us — 3usg)

Las formas lineales
Una aplicacion lineal
¢ : R" — R (es decir, el caso m = 1) se denomina forma lineal. Su matriz asociada sera de

tamafio 1 X m, es decir, una matriz fila

Ejemplo 57

La forma lineal

¢('U,1,'U.2,’U.3) =u; + 371.2 — 411,3

Conexion fundamental con el calculo: el diferencial.

f: R™ — R™, sumatriz jacobiana en un punto a, que denotamos f'(a), determina una

aplicacion lineal. Esta aplicacion lineal se llama el diferencial de f en el punto a, y se escribe como df(a).
La relacion es directa:

Ejemplo 58
La funcion

f(zy, 29, 23) = 2223 nO es lineal. Sin embargo, su diferencial en un punto, por ejemplo

a = (2,3,5), si es una forma lineal. Su matriz jacobiana en ese punto es
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Aplicaciones multilineales.

Y :Vp x Vo x -+ x V,, — Vj se dice que es multilineal si al fijar todas sus variables menos

una (la j-ésima), la funcion que resulta es una aplicacion lineal en esa variable j-ésima.

Bilineal:
Trilineal:
Multilineal:

Ejemplo 61

e LaSuma (Forma Lineal, NO Multilineal):

e La Multiplicacion (Forma Multilineal):

Aplicaciones simétricas:

Ejemplo 62: El producto escalar

Aplicaciones antisimétricas:

Ejemplo: El determinante

Ejemplo 64

n = 2:det(u,v) = ujvy — uyv;.

R R n
Volumen k-dimensionalen R.

paralelepipedo k-dimensional, que llamaremos P, esta determinado por k vectores,

u;, U,, ..., U, que parten de un mismo punto en el espacio R". }

e Sitenemos 1vector (k = 1), generamos un segmento (P,). = N

2 vectores (k = 2), generamos un paralelogramo (BP,). P i
3 vectores (k = 3), generamos un paralelepipedo (P;). . \

Férmula general para el volumen k dimensional

volumen k-dimensional del paralelepipedo P asociado a la matriz A (de tamafio n x k) se
define como:

|Py| = 4/ det(ATA)

Caso particular que ya conocias:
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Ejemplo 68

Ejemplo 69 ~

Tensores, k-formas, producto exterior, jacobiano.

« Tensor: Un tensor de orden q es una aplicacion multilineal que toma g vectores y devuelve

un numero real. Es decir, es exactamente lo que antes llamamos una forma multilineal.

Ejemplo

« k-Forma: Una k-forma es, simplemente, un tensor de orden k que ademas es
antisimétrico.

Para calcular el resultado de una forma basica dz;, A - - - A dz;, sobre un grupo de Y vectores:
Regla fundamental:
« Crea una matriz:
« Selecciona filas:
+ Calcula el determinante:
Ejemplo 74

Calculo de 1-forma

Calculo de 2-forma

Calculo de 3-forma
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Producto exterior: La operacion «A», denominada producto cuia o exterior se extiende a todas las k-

formas de manera que sea bilineal y antisimétrica en sus argumentos y que el

producto de una 1-forma por una k-forma sea una (k+1)-forma.

Ejemplo 76

Volumen y Jacobiano:

¢ LaForma Volumen: En R", lan-formaw = dz1 A dzs A - -+ A dx, se llama la forma

volumen.

« ElJacobiano: El determinante de la matriz jacobiana de una funcién f : R" — R", que

denotamos J; = det(f’), nos dice cémo esa funcién f cambia los volumenes.

'La formula de cambio de variable (34) del libro nos da la conexion final:
dzy A -+~ Ndz, = det(f')dsy A--- Ads,

Ejemplo 77

Extension de tensores.

extension de tensores consiste en tomar la formula algebraica de un tensor definido en un
espacio (como el determinante en R™) y aplicarla a vectores cuyos componentes no son simples

numeros, sino que pueden ser otros vectores, funciones o incluso operadores diferenciales.

a) El Producto Vectorial

El producto vectorial de dos vectores en R?, que es fundamental en fisica e ingenieria, es en
realidad el determinante de orden 3 extendido. Se calcula usando una matriz formal donde la

primera fila no son nimeros, sino los vectores de la base canonica.

Siu = (u1,u2,u3)y v = (v1,v2,v3), su producto vectorial es:

€ € €3
uxv=det|u u wug
U1 V2 U3

b) El Rotacional de un Campo Vectorial (Ejemplo 81)

Consideremos el operador nabla, V, como un vector formal de operadores:

a 8 o Este calculo formal se escribe como el siguiente determinante:
"\ 0z, 0z, 0z,
Si ahora aplicamos la misma “receta” del producto vectorial (es decir, el determinante extendido) €; €y ?3
VxF=det| & & =
entre el operador - dz, Oz; Oz3
R F F

V y un campo vectorial F = (Fy, F», F3), obtenemos el rotacional de F.
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Ejemplo 81

Ejemplo 82

El caso bidimensional.

« 1-formas en R2: Son las aplicaciones lineales que toman un vector de R? y devuelven un

numero. Se construyen como combinaciones lineales de las formas basicas dz; y dzxs.
w = a1dxy + asdxs
« 2-formas en R?: Es la forma de mayor orden posible en el plano. Todas las 2-formas son
simplemente un multiplo de la forma area basica, dz;, A dzs.

¢ = a(dz, N\ dzs)

El caso tridimensional.
EnRR3
e Cada 1-forma se puede asociar con un campo vectorial.

o Cada 2-forma también se puede asociar con un campo vectorial.

El libro define el producto vectorial u x v como el resultado de aplicar un tensor antisimétrico

fundamental, dS, a los dos vectores uy v:

uxv:=dS(u,v)

Donde este tensor es una combinacion de las 2-formas basicas:

ds = (dmz A d.’l}g)el + (d(l:g A da:l)eQ + (dl’l A dx2)e3

3. Propiedades Clave del Producto Vectorial
o Direccion: El vector resultante u X v es siempre perpendicular tanto a u como a v. Su
sentido viene dado por la famosa
regla de la mano derecha.

e Modulo (Magnitud): El médulo del producto vectorial, , es exactamente el area

uxv

del paralelogramo formado por los vectores uy v.
¢ Volumen (Producto Mixto): La 3-forma basica, dz1 A dzs A\ dx3, corresponde al
determinante. Aplicarla a tres vectores nos da el producto mixto, que calcula el volumen del

paralelepipedo que forman.

u- (vxw)=detluvw]

Ejemplo 83
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Ejemplo 84

Vectores y k- formas en el espacio tridimensional.

ria: Toda 1-forma w en R? se puede escribir como: E]emp|0 Imaginemos la 1-forma w = 2dz; — 3 dzy + 5 dzs. El vector asociado es a =
(2,-3,5).

w = ajdz; + aydzs + azdzs

El libro nos dice que esta 1-forma se puede asociar directamente con el vector:

a= (al;a27‘13)

Ejemplo

Toda 2-forma ¢ en R? se puede escribir como:

¢ = ajdzy Adzrs + as dxs A dzy + agdxy A dzs

En R?, solo hay una forma basica de orden 3: dz A dzy A dizs. Por lo tanto,

cualquier 3-forma es un multiplo de ella:

Y =adx) Adzy Adrs

Ejemplo

CURVAS Y SUPERFICIES

Modelos poligonales /7
+ Curvas -lineas poligonales

+ Superficies- poligonos

+ Dimensiones superiores- poliedros

¢Cuando dos objetos tienen la misma forma?
Definicién informal:

Definicion formal:

Ejemplos:

Misma forma: un segmento de recta y un arco de parabola; un circulo y una elipse; un elipsoide macizo y
una esfera; taza de café y un toroide.

Diferente forma: un intervalo abierto y uno cerrado; un cubo y una esfera.
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Curvas

La curva elemental y su parametrizacion
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curva elemental es un conjunto de puntos en R™ que tiene la misma forma que un intervalo

abierto. Piensa en ella como un Unico trazo continuo y suave, sin rupturas ni esquinas.

e Para describir matematicamente este trazo, usamos una parametrizacion. Una
parametrizacién es una funcion

r(t) que "dibuja" la curva a medida que el parametro ¢ (que podemos imaginar como el

tiempo) avanza por un intervalo.

r'(t), nunca sea el vector cero.

El vector tangente

La derivada de la parametrizacion,
r'(ty), es un vector tangente a la curva en el punto p = r(tp).

Este vector nos da la direccion de la curva en ese punto. Todos los multiplos de este vector

forman el espacio tangente (T,C), que es la recta tangente a la curva en el punto p.

Curvas generales. Bordes y orientacion.

Una curva elemental es el camino suave y continuo dibujado por una Unica funcion de
parametrizacion, r(t), en un intervalo cerrado [a, b]. Se caracteriza por no tener auto-

intersecciones y por ser un solo "trozo" ininterrumpido.

Una curva cerrada es aquella que no tiene borde, es decir, su borde es el conjunto vacio. El
ejemplo por excelencia es el circulo, que se forma uniendo dos semicirculos (dos curvas
elementales) por sus extremos.

El borde de una curva, denotado como OC, esta formado por sus puntos inicial y final que no
estan unidos a otra curva.

La orientacion de una curva es simplemente el sentido en el que decidimos recorrerla. Cada

curva tiene dos orientaciones posibles, que llamamos “positiva” y "negativa". _iegir una

Superficies

Superficie elemental es un conjunto de puntos en R™ que tiene la misma forma que una region

poligonal plana, como un triangulo o un rectangulo.

Parametrizacién es una funcion vectorial 7 : U — R™, donde U es una region poligonal en el
plano R? (el espacio de los parametros u y v). La funcion r(u, v) es continua e inyectiva, y
mapea los puntos del dominio plano U al conjunto de puntos que conforman la superficie en R™.
Para que la superficie sea regular, se requiere que la matriz jacobiana de la parametrizacion,
r'(u,v), tenga rango 2 en todo punto de U.

Ejemplo 89

Ejemplo 95

/’\M WWW.TUACADEMIAFACIL.COM



~A info@tuacademiafacil.com |

Plano tangente y vector normal

5

Espacio tangente a una superficie S en un punto p, denotado como TpS, es el plano que mejor
aproxima linealmente la superficie en la vecindad de ese punto. Este plano esta generado por los
vectores tangentes a las lineas coordenadas, los cuales se obtienen de las derivadas parciales de
la parametrizacion 7 (u, v):

h oo
u y v—av

Vector normal a una superficie en el espacio tridimensional (R?), denotado como IV, es un
vector perpendicular al plano tangente en un punto dado. Se calcula mediante el producto

vectorial de los dos vectores tangentes generados por la parametrizacion:

N=r,xr,

La orientacion Ejemplo 104

Una superficie orientable es aquella en la que se puede definir un campo de vectores normales
que varia suavemente (sin cambios bruscos) en toda su extension. Intuitivamente, esto significa
que la superficie tiene dos caras distintas y separadas, como un "“interior" y un “exterior". La
eleccion de una de estas caras a través de la direccién de los vectores normales (por ejemplo,

eligiendo que todos apunten "hacia afuera") se denomina orientacion de la superficie.

Una superficie no orientable es aquella en la que es imposible definir un campo de vectores
normales de manera suave y consistente en toda su extension. El ejemplo mas famoso es la
Banda de Mébius, |a cual posee una sola cara y un solo borde, haciendo imposible definir un
“interior" y un "exterior" consistentes.

Superficies generales

Un cilindro es una superficie general que se puede formar tomando una superficie elemental

rectangular y pegando dos de sus lados opuestos.

La superficie de una esfera o un toroide (donut) son ejemplos de superficies generales que,
ademas, son cerradas, lo que significa que no tienen borde.

Ejemplo 96

Ejemplo 98
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Ejemplo 99

Variedades

Variedad k-dimensional

Una variedad k-dimensional es la generalizacion de:
e Curvas (variedades de dimension 1).
o Superficies (variedades de dimension 2).

e Cuerpos solidos (variedades de dimension 3), etc.

Descripcion paramétrica y implicita

Descrlpcmn paramet”ca- Describimos la variedad a través de una parametrizacién, que es una funcién r(w, . . . , ux)

que toma k parametros y nos devuelve un punto de la variedad.

e Condicién Clave: La matriz jacobiana de r debe tener rango k. Esto asegura que los k

parametros generan un objeto de dimension k y no algo de menor dimension.
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Descrlpcmn |mp||0|ta Describimos la variedad como el conjunto de puntos x en un espacio grande (como R") que
satisfacen un sistema de ecuaciones f(x) = 0.

« Condicion Clave: Si la variedad tiene dimension k y esta en R”, necesitamos n — k

ecuaciones. La matriz jacobiana de la funcién f debe tener rango n — k.

Borde de una variedad

El borde de una variedad de dimension k es, a su vez, una variedad de dimension k — 1 (o es el

conjunto vacio).
« Ejemplo del Libro (Ejemplo 110):
¢ Elborde de un disco (variedad 2D) es su circunferencia (variedad 1D).
« Elborde de una bola maciza (variedad 3D) es su superficie, la esfera (variedad 2D).

« Elborde de una esfera es vacio, porque es una superficie cerrada.

Diferentes variedades (en \m9llo'&ac3 Ejemplo 105

twdio ?&(b\ao\O\ de

do éba\z&é;xg

Ejemplo 107

Ejemplo 109
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Ejemplo 111 Ejemplo 112
Cgscz\ue\e—
- %éej(i w

EJERCICIOS RESUELTOS

Consideremos la aplicacion ¢ : R? — R? definida por:

¢(Z,y, Z) = (m + 2y’z - z)

a) Demuestre que es una aplicacion lineal.b) Halle la matriz A asociada a esta aplicacion.
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Sea la aplicacion ¢ : R? x R? — R definida por ¥(u, v) = u1v2 + uav;.
a) Demuestre que es una forma bilineal.

b) ;Es simétrica?

Calcule el area (volumen 2-dimensional) del triangulo en R3 cuyos vértices son P = (1,0, 1),

Q=(0,2,1)yR=(1,1,3).

Seala 2-formaen R3, ¢ = 5dz; A dzs.

a) Identifique el vector a asociado a esta 2-forma.

b) Usando la idea de tensores extendidos, verifique que ¢(u,v) = a - (u x v) para los
vectoresu = (1,2,3)yv = (0,1,1).
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Considere la superficie del cono parametrizada por r(u,v) = (ucosv,usinv,u) conu > 0.
a) Halle una base para el espacio tangente en el punto P correspondiente a (u, v) = (2,7/2).

b) Halle un vector normal a la superficie en ese mismo punto.

2 2
Demuestre que el elipsoide definido por la ecuacion - + % + 2% = 1 es una variedad de
4 9

dimension 2 en R3.
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